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SULL' EQUILIBRIO DI UN CORPO BLASTICO ISOTROPO i 
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MUTO LIMITATO:DA UN: PIANO INFINITO 0/00 
NOTA 


MICHELINA PARRILLI (a. Salerno) 


















I} problema del suolo isotropo fu trattato per la prima volta. da La m é È 
‘e Clapeyron (') nel caso in cui siano date in superficie le forze normali si 
e con l'applicazione della formula integrale di. Fourier. Poi Boussi - i 
snesq e Cerruti ripresero in istudio. l’argomento e i loro lavori condus- i 
sero a stabilire formule definitive, dedotte poi con metodi svariati (*). PERIOD 
i ei, Ancora Weber trattò il problema nel caso particolare in cui fossero v vi lit 
È noti gli spostamenti in superficie (*) e la seluzione trovata fu, infine, ripetuta | e 
N dalla signorina Molinari (Ò). Recentemente il Terazava ha trattato il hi 
Ù . problema facendone numerose applicazioni (PE ki 
E La signorina Quinti li ha poi trattato il problema supponendo il corpo 3 
È SI (5) Mémoire sur V'equilibre itato des. Dora solides. homogènes (Journal fiir die reine und id 
è; angewandte Mathematik. Bd. 7, 1831, pp. 400 ecc.). Ù 
d _ ® Vedi R. Marcolongo, Teoria matematica dell’ equilibrio dei corpi elastici, 1904, 
1) pp. 245 ecc. Il prof. Marcolongo, valendosi di coordinate cilindriche, ha espresso la soluzione 
SA per mezzo di serie procedenti per funzioni cilindriche: Equilibrio di elasticità di un corpo iso- 
ir indefinito limitato da un ‘piano indefinito [Rendiconto dell’Accademia di Scienze fisiche e 
atem. di Napoli, v. 3°, PP. .96- 99 (1889)] e v. 5 pp. 25-32 (1891). o. 
È TO) Riemann- Weber, Die partiellen  Differentialgleichungen der Mathematichen > Ply 
II Band (1912) pp. 184 e seg. I i 
ni O) Rendiconti della R. Accademia dei Lincei ,:s. 5%, t. 25, pp. 497-499 (1° sem. 1916), - © 
0) On the Elastic Equilibri ium of a Semi-Infinite Solid under Given Boundary Condition, with CRA ; 


Some Applications (Journal of Gna College of Science Digita LIDIVGXRLY, of Tokyo, 1916). 
yoi LVII, LO > i : 1 













limitato da due piani paralleli e applicando la formala 
VO (9), AE ) SRL 
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In questo lavoro il problema del suolo isotropo è è ata 08 ripreso. e iraluglt Aia, 


ha caso che sul piano LIO sinto date le niet delle fornai > con Pap 









. le Solazioni trovate esistono, sono espresse, cioè, i itogidi 





> i l genti, che esser verificano effettivamente le equazioni dell’ equilibrio € 
SES CO sia indefinite che al contorno ed, infine, si sono ricondotte da soluzioni s 
pe) alle forme stabilite da O. erruti. pot Cra RI ERSS vi 
ve: Ti q* A 4 61 

\ $ 1. Equilibrio di ‘un corpo Hastibo isotropo limita da un ‘piano infini 


Supponiamo di avere un corpo elastico isotropo limitato da un latò da un 
Dale 9, CIA assumiamo come piano LO e cue non abbia altra limitazione. Leo 





miamo "Rena che va verso l’interno del corpo. è da a 
All’ infinito iL corpo deve permanere nel sno stato naturale; quindi le e = 
componenti di deformazione %, Ù, % debbono svanire all’ infinito ; supponi; 












inoltre che : 7 $ 
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DA SE e limRe , limRe , limRw 4 
pi ee pa » È SUA 
dI, i STIANO 





R infinitamente crescente. i i A i » 
Lo stato di. equilibrio è determinato :. DR RT 

1.° quando sulla superficie dati sono Lio le componenti delle 

superficiali Pa 





oppure: 





w 0 ancora più a 
3.° quando di ciascuna delle tre coppie 


ei e 4 ® È / sare i; DI A S \ cia) 
4 FERIE: Vitara Zi, 00 


è data una crandezza per cole 


ri 
Ò dovuti al Betti ; sa con in metodo che è affine, Nena teoria del potenziale, 






al metodo del Gre en. A 
e de Vogliamo qui. ein il problema in modo ancora diverso facendo uso. 

del metodo di Fonrier delle soluzioni particolari. Applicheremo la formula 
| integrale di a per le funzioni di due variabili nella TA 


Pod 


mf nai 
o 3; f- cat. 5 do. dB | i i Neme<e wma 


9 * sa cei d 
© Z } fu , 3 s 
Be Va 
i SM f < 





NV) = (2,9) + biso, DA È; i 


i 9, Espressioni gongrali: delle componenti u, v, w. 

. Si ha, (ricordando le equazioni indefinite per Pe quilibrio elastico ed osser- | "A 
dando che in questo caso prescindiamo dalle forze di massa), che: LEA . î 
EA La Us (he w debbono essere determinate come funzioni delle coordinate @, y, Ta 
2 per le. x positive e per tutte le x, y in modo che nell interno di questo campo i mi 





» siano” one le equazioni Viso ea # 
È ani 

' 00 1 

Ù (2° CA e ; id 


col da +7 UR a Sr sul sDiano limite deve essere 


‘ ì 


vi ni di u= Ul, y) 










v=V@,y oppure (2)) v=V(,y) i i w i 
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PALE 2000 | 260 = =0 a è 











_nerali 


‘e altre due analoghe. d Ro AO SA Dar. da RAT A ME; 


‘ne ricava, osservando che 2, ©, è, di b, c sono diversi da zero, che esse sono | 





spostamento; 2° le componenti USE dello so e la nani N delle, sr 
forze; 3° la componente U dello. spostamento. e. le componenti M; N delle forze; SI 2 
4° le componenti L, M, N delle forze. «\////0 <A ‘DI 

Le U, V, W, L, M, N sono funzioni note di 0 Y, arbitraria e ‘soggette d 
alle solite dadi per l'applicabilità della formula integrale di Fouri ) È; 


Oltre a ciò «, v, w, 0 debbono svanire -per valori infiniti dix è \ySempe 















valori positivi infinitamente grandi dia SI NRE AO Raga sà 
Poichè le equazioni differenziali (1) sono lineari, si possono , con. ‘degni S 


AGHI 


soluzioni particolari ,,®,;%, s 2) e nate Agnano soluzioni più Sosa : 


ui A 5 vee ì w= %w, +, del 





e, se si hanno infinite Solnzioni particolari;* si DsNgHio: adanzreti per questa Fo 
via, secondo le circostanze, delle soluzioni in forma. di serie infinite odi in | 
tegrali definiti. D) Mel 

Si tratta dunque adesso di trovare delle adatte SORT) particolari, s° ù 


quali contengano ancora un numero sufficiente di parametri indeferminati. in 33%, 
modo da poter anche sodddisfare alle condizioni ai limiti. Un tale integrale | È 





particolare lo troviamo supponendo : 
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PDICI s ua (a + - ihaz)e el (2481472) Ì si 


(3) i Leti (1) + ilfo)e@ntenpra dat) CERI AIA 
wa (0 + o RG CE E 


zioni che ora troveremo. i i 
Sostituendo questi valori nelle (1) si trovano america le condizioni | 


[0 fa +66-H(e+-h}i}-1-20hm]a + 0)ihaz+-a*( iaisa Ketet1 I 


Dovendo queste relazioni. essere verificate per qualunque. valore di Z; Soul 
s A 


tutte soddisfatte, se è | © di - 
(4) et +i=o 
0 Ban + pb Lo 044 Be =0 
e questa seconda si serive anche: sua 
6) 1 pi L + I 


per la quale 4 è determinata FA UAS funzione delle rimanenti. costanti. | via 
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A je, col > der 


ta IN cui si è preso il segno ‘positivo della radice affinchè per a—=+oo0 le u, 
‘0, 00 tendano zero (e ciò si vede subito sostituendo nelle (3) per * il valore 
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(6) e per a. il valore + co 
Su pro ora che 4 da e, h siano funzioni arbitrarie degli argomenti 


indichiamole rispettivamente con 


a, = Bo 
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w= (C+ ilyo)e gi etto) 
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È come si vede dalla loro espressione 

vu > Ai L_ o ie - 
-255 Ar e To ita 5 ea A + oBB+ pu + Pi CA DÌ 

x Da ciò risulta che le se preagiohi (10) rimahigono sala se si sostitui- 


sce è con — i, poichè contemporaneamente sotto il segno integrale le varia- 












bili d’integrazione a e f si possono sostituire con —2 e — ft. i 
Per conseguenza le espressioni date nelle (10) per «, v, w sono reali. | 


$ 3. Peter capre RE upon arbitrarie. 
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Ro. (2° soddisfano le equazioni. differenziali (1) del $ 2; do Lei 08 

3. per 2 = 0 sono soddisfatte le (QUA SEITE 301-000 SIONI Vga 
1.° Per far vedere che la w esiste basta mostrare che è è possibile de- 6 

terminare un valore X tale che per a, d, 6, d maggiori di X sia [ul a es- i 








“ OE sendo e uua quantità arbitraria e qualunque siano ®,yee. In altri termi ni, .d 

basta far vedere che, scelti a piacere pio So 1) “5 SA) ‘possibile de 

. terminare a, db, c, d in modo da aversi: id 
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x CS sei Nino AT 
[| erasa; A 26 retan=î/ rie sdr. 
Il, e. I 


/ 4 | 
i 3 NOVGIZI LE 3 SO 
lim'r-e-* — limiti —0 


Ki ra 
r=% r=% r==S g*€ 


Ne Pe ù br. P Y Î, LA n 
ereni== - Sio (fe È itivo) È Ì i si 
LoL Dr Fo Ruche r 7 (£ intero e positivo) tende a zero, quindi si può 
Ù À Bei o tin È x , i 
° così grande da aversi: 


“ 


ossia 
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SUGLI INTEGRALI ABELIANI RIDUCIBILI. 
NOTA. i 


Dott. GIOVANNINA FABBRIZZI (a Firenze) 


Nella tesi per la laurea, che presentai alla R. Università di Pisa nel di- 
cembre del 1917, esposi la teoria degli integrali Abeliani riducibili e in par- 
ticolare sviluppai il metodo di rappresentazione geometrica del. DIR Ro- 
sati (!). i ; di d'ESAR 


ì a K 1% YI 
Ebbi così occasione di applicare questo metodo a «dimostrare alcune no- 


tevoli proprietà, già ottenute per altra via. Credo utile di pubblicare queste | 
dimostrazioni, per le quali sono grata al prof. Rosati, dei consigli ed aiuti 
datimi. 


P (| 


‘1. Ricordo sommariamente il detto metodo di rappresentazione geometrica. 


Chiamando 6, , 0, ;.., Gg i 2 p cicli relativi alle retrosezioni sulla Rie 


manniana R di una curva 0 di genere p, un ciclo qualunque 6 potrà espri- 
mersi mediante una loro combinazione lineare a coefficienti interi mi @=4 


2, 2p). Interpretando gl’interi ‘nm, come coordinate omogenee di punto in un 
Ssp-,, ogni ciclo di R troverà la sua immagine in un punto razionale di LI f 


quando su R si considerino unicamente cicli distinti) ad ogni punto razionale 
di S,,--, corrisponderà un ciclo di R. 


Consideriamo invece p integrali di I specie, linewmiente indipendenti; per real 


esempio, i p integrali normali di 0, «,, «,,..., «. Fissati nell’S,, snddetto p 


2DA 


LA 


iperpiani linearmente indipendenti x, , ©, T), aventi rispettivamente per. 


coordinate i periodi normali di «,, %, ,..., 4); essi determineranno una stella. 
Y,-.- È ehiaro allora, come ogni sistema i 3, 3, di coefficienti reali 0, 
complessi, non tutti nulli, stacchi dalla stella Dip un iperpiano 7 e dalla to-o 


talità degl’integrali di I specie di C un integrale «. Potremo allora far cor- 


rispondere, ad ogni integrale di I specie di © un iperpiano di Z,-, € ad ogni 


iperpiano di X,, un integrale di I specie di O, definito a meno di un fattore 


PA 
costante e di una costante additiva. 


I cicli della Riemanniana R vengono dunque rappresentati 1 nei punti ran 


a e 





(4) Rosati, sig: integrali Abeliani riducibili, i della. R. Accademia di Sr, 


vol, 50, (1915) ), 











e gl’integrali di I specie negli iperpiani di una stella X,_, di pe. 


— zionali dellS 





EDT 
tale iperspazio. | 
= sostegno di Y,., lo chiameremo spazio dei periodi ,' e 


Lo spazio Spar 


indicheremo con ©, lo spazio , immaginario coniugato di t, il quale, come è 


noto, è indipendente datti ni (o a 1 SRI 
Dal fatto poi, che l’appartenenza di un punto razionale ad un iperpiano A 


ì 
: 
} 
Pi 


ME di: Nu significa che I integrale corrispondente all’ iperpiano ha periodo nullo 
lungo il ciclo che ha per immagine il punto, e per il teorema: se una curva 
di genere p possiede un sistema lineare d’ integrali riducibili con. r (< 2p) 


periodi ridotti, l’integrale generico del sistema ha nulli i ‘per iodi lungo 2p—r | sd 


cicli distinti. della Riemanniana inerente alla curva (e reciprocamente), si de- 


* 













i; pece che un sistema lineare co d’integrali riducibili, con r periodi ridotti, 


“viene rappresentato da una «stella X,_, di iperpiani, staccato nella stella a P, 


ITA 
contiene uno, spazio razionale R 





il cui sostegno Sit Pi, 


È 2. Possiamo ora dimostrare il teorema: I 2p periodi di un integrale ridu- 3 
cibile si possono sempre esprimere in funzione lineare, a. coefficienti interi, di 
certe m- quantità distinte (periodi ridotti primitivi) (*). 


- Possegga la curva C,\di genere p, un integrale I riducibile, i cui 2p pe- 





>, SOddisfino alle X relazioni. distinte (e non ad un nu- 
mero maggiore): 


en 
4 


ETX Di Ò 
î riodi eiglici 0,,0,..., ©, 


no net o Og 0 


/ 


+ 2,0, È ele Wp dop 0 


TSI 
x 


edi 


i / ; da ©, 4 4 A Lise dk! 9 On = 0 i y 


ove le m, 3 R; 3e+,,@i Sono numeri iero 


, 


Nella ricordata rappresentazione geometrica, le alaiioni (1) a snniniona che 
l’iperpiano © di coordinate O, , O, 353 ©, (immagine dell’integrale I) contiene 
___i punti razionali di coordinate Mi 3 Mi 3 4 i quali corrispondono ai cieli della VIA 
S Riemanniana di 0, lungo cui il ‘periodo dell’integrale Stesso è nullo. * | 
| Poichè, per ipotesi, le relazioni (1) sono distinte, i X punti di coordinate» \j 
ò ; MM, q; sono linearmente indipendenti CE, individuano un R,_, razionale , 
tutto contenuto nell’iperpiano x. 
"Go chiaro poi che D iperpiano € non può. ‘contenere uno spazio razionale st 
i dimensione maggiore. di \--1 altrimenti ®,,®,,...,©,, sarebbero legati, ol. 


Va 
è che dalle (1), da altre relazioni lineari omogenee a coefficienti interi, — l VIS 










dii Lo stesso teorema viene Diaiaatidiionie dimostrato con un procedimento aritmetico, 
dovuto a Weéierstrass. Cfr. Picard « 7raité d’ Analyse » (Paris, Gautiers- al vaio bi 15, 
2me éd. 1905. e 4 { hs 


VOL. LVII. ù: 


mis 
è 











Ora lo spazio R,_, è è sostegno di una stella razionale pi alla quale” 
appartiene l’iperpiano x. Scegliendo in essa 2p— di: iperpiani razionali linear- 
mente RE le cui coordinate siano i numeri interi &® , é® di Fi) 


(î =1,2,..2p), le coordinate 0, 3 0g 0013 Op di x si esprimeranno , per le me- 
TRA combinazioni lineari omogenee, delle coordinate omonime di desHi iper - 
piani; avremo cioè: 


x k me 


} res Pi s i 3 ) 
yo po. E ONE GO E o nali. 
po, — 8509, PESO Lied Pg PO Pe 


Vi PO Ra RA Ra È: CI | > 


| E allora, se in esse dividiamo ambo i membri per p e nei secondi mem- 
bri attribuiamo tale divisore alle 2, (i=1,2,..., 29 — )), abbiamo le è, e- 


spresse linearmente a .coefficienti interi per le —. 
re, p 


Si ponga 2p — \=M ed il teorema è dimostrato. | di = 

3. Un sistema lineare co di integrali di I specie della curva C è rap. 
presentato da una stella e,-, d’iperpiani, il cui sostegno S,,-,-, contiene lo. i 
spazio © dei periodi. Lo spazio S®,_,-y, immaginario coniugato di Sie con-_ 
tiene t,, e sega S.p-;-g a(p-g=1° Ne S,p-,-y SONO quindi con- 
tenuti 2(p — qg) punti reali (e non più) linearmente indipendenti (*). 


Se il sistema dato è d’integrali ridncibili e i suoi periodi ridotti sono ino 


in nno spazio reale R 


numero di r, 1S,p_,-y deve contenere 2p — r - punti razionali linearmente da 
pendenti; si avrà quindi: \ ESE i IR e, 


. 
bo 


Qp—rs< <% _ 24 cioè q= Sa 
. » “N & i ) Ù : 2 3 DI È E 


Si ottiene dunque la proprietà dovuta a Severi (4) secondo cui, un sistema > 


lineare d’integrali riducibili i cui periodi ridotti sono in numero di r non pad 


Ò 
x Pi % SE 


contenere più di 5 integrali (di I specie) linearmente indipendenti. si pre: 


4. Passiamo ora a dimostrare il PEOLAAS che afferma la regolarità. del Uro ha 


(3) Con questa osservazione, co mUbI GRA dal prof. Rosati, si rende pure più spedita. COS 
la dimostrazione del lemma contenuto nel N. 2 della sua Memoria « Sulle corrispondenze fra i 
punti.di una curva algebrica e in paruonge fra i punti di una curva di genere due ». CAUSRI di s ; 
Matematica; t. 25, 1915). "IRE 

. (4) Cfr. Severi «Lezioni di 9A algebrica Padova, Draghi, ‘1908, pag. 388. ul 









; 

o, 

& i \ ig 
) ESME ESE 

% F 9 < 

4 ì 

A 

3 

} 








Stein congiungente e del sistema intersezione di due sistemi regolari d’inte- pe 


grali riducibili (5). i ptt, SÙ 

Consideriamo due sistemi regolari d’integrali riducibili 009! e 0087! che 0. 
diremo A e B rappresentati da due stelle E ped pavsistemi Bi, g 0 Spiga 3 
Per la regolarità del sistema A, lo spazio S,,-,-, Sega il suo immaginario co- i 





« ningato S,,.,-y in uno spazio razionale R,-y-;} tale spazio può anche pen- 
sarsi ottenuto congiungendo gli spazi (immaginari coniugati) S,-,-, PS i cul 
s ) | ; d p: 
a f di 

(3) Cfr. Severi «Sugli integrali abeliani riducibili » (Rendiconti della R. Accademia dei 

Lincei, vol. XXIII, serie V, 1914); ed anche Scorza: « Intorno alla teoria generale delle ma- 
trici di Riemann e ad alcune s8ve applicazioni » (Rendiconti del Circolo matematico di Pa- ci 
si Jermo, t. 41, 1916). i 
si Di questo interessante teorema credo mule riportare qui la dimostrazione del Severi, "si 
con una lieve modificazione, Heniacante il sistema doupiapaonte: comupicatami dal prof, 
Rosati: FI 
La varietà di Picard (0 di Jacobi) Vp possegga due sistemi regolari d’integrali - Wii 


» 

) riducibili A e B di dimensioni gj — 1 e qg — 1, e siano C e Di sistemi 00" e cot1 in- ; 
i tersezione e congiungente dei sissi A e B. La v contiene allora due sistemi 00%, e 009, , È, 
° «i indice 1, di varietà algebriche Wir SW pig di livello costante per gli integrali dei ri- i ò 
| sapettivi sistemi A e B. Se le varietà W' e W” uscenti da un punto generico di V, hanno co- da g 


| mune una varietà (algebrica) W,(e = 0) se W, è la varietà (algebrica) generata dalle W” 















uscente da un punto variabile di una W'/ generica, si ha: 
/ PA $ 


ra 2p— gd, — 2 


ed anche (poichè è vr +s= 9, + ga): 


Er rt Ge tilde) 

Poichè lungo W, sono costanti tutti e soli gli integrali eventualmente comuni ad A e B, 
in virtù di un teorema di C astelnuovo (Cfr. Castelnuovo, Sugli integrali semplici 
appartenenti ad una superficie regolare, Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, vol. XIV, se- 
rie V, 1905) si deduce che, se è r > 0 il sistema C è regolare, e si ha la disuguaglianza 


} 
CI 


(2) deer, € : - 008 
la quale è vera manifestamente anche se è r = 0, cioè se manca il sistema C. 
— Supposto ora, x > 0, poichè Inngo W, sono costanti gli integrali di A e di B e quindi 
quelli del sistema congiungente D, lo stesso teorema di Castélnuovo afferma che D è 
contenuto in un sistema regolare d’integrali riducibili co'#-1(1 > 0) ed è, | X 


« 


6) A 2<p—s-1l 





sE sia dish le a), @, 8) portano alla conseguenza = i; cioè che D è un sistema regolare, e 
| si ha inoltre y=p—r, a=p—s. Aa 


sa di A Se poi è £—= 0, dalle (1), (2) si deduce s = p e D coincide col sistema (regolare) di tutti 


| gli integrali di V,. 


DIRÀ; teorema è dunque dimostrato, ed inoltré si ha 2 = 0 quando, e solo quando, D coincide i di 
col sistema totale, ed y = p quando, e solo quando, manca il sistema C. Se A e B sono due 


sistemi complementari (e solo allora) si ha contemporaneamente g° rOl= p; 








Analogamente lo spazio | est 
si segheranno in un R, 
razionale, congiungente due spazi, immaginari coningati Sp 1990 Sì td ADE 


Do © e ct, sono segati, rispettivamente da S e 5. 


: S 


Dt legna 
ed il suo immaginario coniugato S®© 


nad" 


2p—47-%i 3074-41 27) 4. 
partenenti at e a T. 


(r = 0) è lo spazio a eni appartengono S, 


Di De; Sato ii ed SCENE è chiaro — | 
VAS che lo spazio di appartenenza di R,-,)-, @ di Ryp-g)-, è quello che congiunge 

se 0, 28 a H M i ‘ aj M 4 ( 0 a 

CI 1’S,-,-, col suo immaginario coniugato S®,_,_,. Tale spazio, che è un Ryp-n_ 


razionale e-lo spazio t. dei periodi sono, poi, congiunti da un S,,-,-, sostegno 
di una stella Y,., la quale è l'intersezione delle stelle Y,_, e Y,,,. Il sistema 


oo" di integrali, intersezione dei sistemi A e B, avendo per immagine la stella 
vi , nel cui sostegno è contenuto un Rip-r)-, razionale, è dunque un SISURIDARE 
regolare d’integrali riducibili. { 
P_i-9i ed Spa; 
Sp-1-(+1-»: Congiungendo tale spazio, col suo immaginario coniugato, sì ot- 


Gli spazi S appartenendo ad un S,.,—, si segheranno in un 


tiene uno spazio Rivera il quale per essere 1’ intersezione dei due spazi 
2(0-9)A Rpg 3 
lo spazio t dei periodi appartengono poi ad un S 
stegni delle due stelle Y,_, 
tali sostegni appartengono ad uno spazio di dimensione 2p — 1— rr. È 

La stella Z,49,-,-,, avente per sostegno l’ Società è dunqneria 


razionali R ‘sarà esso pure razionale. Lo spazio R-wta-n}, € 


api (9+g;=r) Contenuto nei 80- 
‘e X,,-,5 e ne sarà la completa intersezione, perchè | 


gine del sistema congiungente A e B, il quale dovrà perciò essere un sistema 
regolare d’integrali riducibili. i i 3 
5. Con gli stessi procedimeyti si- può anche dimostrare l’altro teorema di 
Severi (°) (generalizzazione di un teorema di Poincaré) relativo! all esi- 
stenza di un infinità discontinua di sistemi regolari d’integrali Abeliani ridu La 


‘ cibili, appartenenti ad una curva €, ta cs 
Ricordiamo il teorema: « Quando sopra una curva algebrica di genere p esi: 
po stono 4, = p sistemi regolari indipendenti di qQ,,9,; +; Qu integrali ridueibili i 5, 
3 (ove. q, 4-9, 4... + qu) ed un altro sistema regolare coT* indipendente dal cia- Rita 
Pi; ; scuno di essi, ma contenuto nel loro sistema congiungente, la curva possiede una 
3 s infinità discontinua di sistemi regolari di q integrali riducibili. | 
fi di Ripetendo un ragionamento del prof. Severi (1), si può osservare anzio 
; N tutto che, senza introdurre restrizioni essenziali, si può supporre che i.p + 1 i 


sistemi dati A, \A,, A,,+.-, Ay abbiano tutti la, stessa dimensione q—_ 1, 
siano | @ | ‘indi ghia, e che uno qualunque di essi sia contenuto nel 1 sistema, 
di dimensione pq — 1, congiungente i rimanenti. I 

Ciò posto, si indichino con Y,-, Y®,-, N. w 
fi piani immagini dei sistemi dati e con S 


E 
hu le stelle di spet: 


4) ne u) ‘ gie 
2P7A79A9 S‘ ROSATI? S FA # de Pa SI “RP AME 


(5) Severi, loc. cit, Nota II: A i n i È veda SI 
RE i (*) Severi,‘loe. cit,, Nota II, n.-4, 5, h tot 


SORTI 
Ra fe 





d BuS, : TESINA pi 








SITI 


i loro sostegni; questi spazi, per il fatto che i sistemi dati sono regolari, in- 

tersecheranno i loro immaginari coniugati negli spazi razionali. Ryp-n-,; xS ce 
ri 2 ( ) ue use RAC È . . ad - io: 

RA, RASO Rm Si consideri inoltre in :S,,; il'sistema di 


nullo fondamentale A, definito dalle formule : >> 0 





Uh A e 6 (E e D) 
rispetto al quale sono autopolari lo spazio t dei periodi ed il suo immaginario 
(1) Y (4) 
ig audit E, LIVE 
; "li AQZzi LI A : i qzi i 2DA7 ( = 

negli spazi S,-, S,-,,,++::84- contenuti nello spazio ©, e gli spazi che 
congiungono questi ultimi coi loto immaginari coniugati (contenuti in c,), es- 


coniugato ©, (*). Questo sistema nullo trasforma le stelle Y 


. dimdo polari rispetto a Adi oi SRO ee TRE pp) Saranno Tar 
Lx RD 30, BA, Per le ipotesi fatte sui . do: 
sistemi A, A,,..., Au, gli spazi S,-,, S D-430++,80,-, saranno p.a y indi 
pendenti ed uno qualunque di essi sarà contenuto nello spazio Sur, (44 < p) 
| che congiunge i rimanenti; la stessa proprietà dovranno allora avere gli spazi 
- Rag: 3 RO ge RO; 
allo spazio (razionale) R,u,-, congiungente S 


#° zionali: li indicheremo con R 


SP 





saranno cioè p a p indipendenti ed apparterranno 


HaT1 
la varietà di Segre V (di 2° specie e di indici 


col suo immaginario coniugato. hi 
Si consideri, ora, in Rug 
2q —-1,#—-1, secondo ùna denominazione del prof. Scorza) generata dagli 
2971 * da 
esce un Sy, generatore e, se il punto scelto è razionale, 


o: 1) get appoggiati in un punto agli spazi R,,,, Rn e 
un punto di 4 PAZ 
YSu,, intersezione degli spazi razionali che proiettano da questo punto gli spazi 
‘determinati dai rimanenti R 


TZ RE II RO ALI 





og presi w@ — la ,—1,.è razionale. Di questi 
Su, generatori ne esistono co?! giacèutì in 1; essi si ‘ottengono considerando 

eliaBii appoggiati in un punto agli spazi Bier et) Be, generano 
; una varietà di Segre V'(di 2° specie e di indici g — 1,}.— 1) dello spazio 
Pose 

S,,-,3 essi sono gli SRL, appoggiati in un punto a 29041 Sy, generatori del 
I 1° sistema, usceùti da 29 -|- 1 pùnti di R,,-, scelti in guisa, che 29 qualsiasi 
di essi siano indipendenti. Analogamente la V' contiene un 2° sistema co! 
dì S,-, generatori i quali saranno le tracce in t degli S del 2° sistema di 


V. Inoltre è chiaro che fra gli spazi S 


Re. Pi ie: 


ug-- La varietà V contiene anche yun 2° sistema co! di spazi generatori 


2IT1 
3, dol 2° sistema di V, ne esistono in- 
finiti razionali e che un S,,, uscente da un punto razionale di un Su; Tazio 
«nale, del 1° sistema, è razionale. Considerando, ora, gli Spr i ì 
«| V' che sono tracce nello spazio © degli infiniti S,,-, razionali generatori del i tr 
«2° sistema di V e trasformando questi S,-, col sistema nullo À, si otterranno 
A ‘ infinite stelle IRA nel cui sostegno ‘è contenuto un KR,-y)-, Tazionale e che 
$ — Saranno perciò immagini di intiniti sistemi regolari d’integrali riducibili, di di 
er. mensione ql. è 


del 2° sistema di 





_ (8) Rosati, Sugli integrali Abeliani riducibili, loc, cit. 


È . Moti È } 








» SUI DETERMINANTI WRONSKIANI FATTORIALI 



















NOTA II ACSREE Vo GR 
Di \ de Di i VA 
Bic » DI Ù 
| ESSO | | a sE > 
SALVATORE COMPOSTO (a Palermo) po 

a mme 


e, 


I. In un altro nostro lavoro ('), abbiamo indicato con (x, v), la potenza 


7 fattoriale n”"" di x (a differenza y); abbiamo posto cioè : VIE > pi 
; . ue i { 





(130 (e, = (e -+ v)(e sE, 2)... (e + 1). 
Abbiamo, inoltre, nino prima derivata fattoriale del prodotto 0. @; He | 
in cui C è una costante, la funzione Cn-(£, 7%), 





Similmente, la funzione Canin 1)-(a, Vini l'abbiamo chiamata la seconda 
derivata fattoriale di C-(@,v),, e così via; abbiamo applicato, insomma, per le a 
derivate prime, seconde, ecc. fattoriali di una potenza fattoriale, regole analoghe ; Po 
a quelle che si applicano per le derivate ordinarie di una | potenza. 


li i 
Indieando con. 


AIA OI j 









î e. “a terminante 
(e ’ v), (1 ’ Vv), e na - (e 3 V), 


CO “i (35) 





CARO (x vl cin DE (Ve NS, 


AA 














una costante, la funzione — Cn(e , v) 


CAD suo valore è > dato < dalla 


? 
-_ 


(3) SA RW, (e; )=1! VISIONE. 
in cui 


@,—),=2@e— Med)... (e-M—1)) 


o, Consideriamo, ora, la seguente funzione : 
e Li 
Livi, \ È ———_ —_———_———————————+ _—_—__a_»y 

SOR ge) e 42). + — 1) 
il cui eci sia sempre diverso da Zero, e che Ro non rappresenta 
se non il valore inverso della (1). i 

Chiameremo prima derivata fattoriale del prodotto C-(2,v)-n; in cui O è 

(n_4)° 
Similmente, la fanzione Cn(n +1 dn) la chiameremo la seconda’ de- 


rivata fattoriale di C-(e,v)-n, @ Così via. Applicheremo, cioè, anche qui, per 


le derivate prime, ‘seconde, ecc. fattoriali della funzione C-(x, v)-, regole ana- 
loghe a quelle che si applicano per le derivate OILITS di una potenza ad 


| esponente negativo. 


Indicando con. "o Deo a DI é 


& 


| ki > Mea } (e, Ya) vi À (053 Y)" (m s- «mor & (2 ’ Va) * 008. 
HSE 3 7 


rispettivamente la prima, seconda, «0 pî°° ostia Ffattoriale di (x, v)-n), Ci pro- 


poniamo di calcolare il valore: del seguente determinante 


(2%), (0, Yi, (0 Vai 
(a ’ Y)')) Ì (2, =» di LIMO (e ’ Yen 
ere, (©, er CI Ri SANTI E. CIPRL ) Liam POL 


Sal i A a 
alcune sue notevoli proprietà. 

























3. Consideriamo, intanto, la seguente » serie di STRO i cui denominatori 









































” siano diversi da Zero\s; x È 
1 2 ag der: ; % 3 
| (6). to ai 
ey DA 2 ep invi a 
e formiamo con questi termini il seguente determinante : 
I) NSA SE SL 
Mt STR 1 e 
ey AES A SR 
(TER EINE N dal Sa nità + 
i é (+e 4-2) — C@P2e3V) Tolle HF, 
v . . . . . . . . . . . fi. . . . . . . . , . . . . . ; 
POL 3: aan Ste 
È | 13, BE A RAMI RAT (@n—=2) È 
(2-+-V)(2-+-2v)...(24-(n —1)v) (&-4-2y (LIV n "(e-nv( ae4-(+1) ere 
+ TPogliendo dalla 2* linea.la 1° ott plivi per Pe, dalla 3%, la 2* mol- 
ECT LOUIS RAR 2 ORORE, Cap SETA 
tiplicata per amari più così via, il determinante A, si trasforma in um altro, 
d’ordine (n-- 1), le-cui linee, dalla 1° all’ ultima, hanno rispettivamente cal 
comune i fattori Sen EA 
. | i È n "Ii 
< le Sio NEVI : a. I5) Rei 
ad y * a 42 Dm Sy Mi 


e le cui colonne, dalla 1* all’ ultima, hanno rispettivamente. ‘in comune Ae 





Le 






fattori 
SY 2 Ae bi ER 
ey eg VE Pea 


( ì i a "SESTA 


Ap hei È (DX; 


(9) 









PRA evidenza i fattori (8) e 0 ), si De Da cn Pe Di 


; (n ava 1)! dii 


GI 


LT TERENTO TW Frog 








sa si w 2 molti rlicata per 
e, 3 uo 1 A, b) Il Pp i+ 
| tiene infine Ù par pe 


ta 7,94 


: e così via, si ot- 


ER Bi De 


b h=1 
a Li 
Va: Dando ad « ed a y particolari. valori, dalla (10) si possono dedurre i 
valori di speciali determinanti. tg ARA % Pei 


Così, per esempio, . per y= 0, si ha x 


21 


oo 


29h n 


00 


eee Rn + 1) 








; Si ottiene, così, una relazione che fa. parte di quella categoria assai estesa, 
di teoremi algebrici i quali non cessano di essere veri quando, nel loro enun- 
ciato, si sostituisce, ad ogni potenza a, la potenza fattoriale ©, Un 0 











re) Dal determinante Veni si ha, inoltre. Le fig ig vi 
’ | 3 a . 
Si Tek \ 
DI | 01! 13 i” (n.1) o 
f, i i 
pe: Lea.) sa | 
09 i {11 2... (— 1) 
cR (1)! n! ... (2n — 2)! CRI, 
Se de, P | s ni ì toa In i seit 
ta si ottiene, cioè, il valore del determinante DIA estinto 0) formato con Hd, i fat 
CE toriali 01, 1!, 21,...(2n —2)1 ; Nt SCI SA 
7 | Dalle (11), (12) e (13) risulta allora È: ar 
: 1a 1 1 MESSA ì 
RA 0! 1}.L (n_-1)! 
a 1 Da: LL) 
i i Dr Ni, one RAI IE ) 
BLA) Det Sh) 2.3 D. ma41) 
È % . . . . . . . ? . » . ° aio by 
(n_—1) i <(2n—2)! È 


1.2...(n—-1) 2.360... n(n41).-@a=2)] 


pa 


/ 


n° 
po 


(2) Cfr. Cap “SELL Istituzioni di Analisi grad ‘Napoli 1909, (44 ediz.) pag. 206. ìs 
(IS Vedi tesse I determinanti — cn 1897, pag. 88. ; 


n i$ 
par 











v LMBAB i Li 1 


























(15) pera sa xEmnE] RO COLEI co 
si LE DY4a_1) AMPIA (En) - "0/0 (@n_12n...(p+2n—2) 
(ra): [(-1) © Co EEs Esa) 





Ce \ 


Per p==1 si ricava il valore del seguente determinante ortosimmetrico 












| formato con i valori inversi dei primi (2n—1) numeri interi : 
Ri pe De pi n N | 4 È , 

È st | 

de I I aa 1 

1 AE SER RO 

Ei teca gli 1a 
O 2 "È At n+1 * x 
i (16) FIA PI RE 1 n!(1)(5) n SE bel) i 
Mei nto. po VITO te: 
È ° PISCEPSIONE NEO Jai 
E; SAAS nontFi nk2. 2a È È È 
k di i Il determinante (16) gode di alcune ‘notevoli proprietà. Noi ci limitiamo ni 
| a rilevarne alcune. Rare + CERM ar | Ss 






Ri | Così, per esempio, indicando con P,, il prodotto di tutti i suoi elementi, e 
| con ©, il valore del determinante di Cauehy formato con i numeri interi 
n, Ri ha: | 
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DONE. 





dalla quale si deduce che il rapporto tra nt E Er %; un numero intro, ed è n: 
uguale al rapporto tra il prodotto degli elementi della 1 linea e della 1°, colonna — 











3 di D,, ed il prodotto degli elementi dell ultima linea € dell ultima 0010 di 
Dt ) ; 
Si ha inoltre. + gra Sea a 
1.3.5..(2n +1 Di LA gii A 
è +9. sl n + ) nA4 TE Ia\ A [2 Pr. 
Lie n 

E così via. Sua; 
Per p=2, dalla (15) si ha invece i 
1 1 3 A 

gie 2.3 ‘’n(n+1) 
1 TC O NI CRIARI og 2A 

AMT SR Ve NES rea FaN (i 1 1 

2,3 34 (4142) (ati)ra(* si ) aio 

1 (LS ST 

n(n+1)  (n+1)(n+2) (2a—1).2w 
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ico ASTRO 1,0 OSE 
ICARO - 2.84 U m(nH4-1)(n+2) 
1 È di 3 1 "pre E E DI { A 1 | N G» | # è 
Dali a 3.4.5: "(n D(n+2)@+3) | 
î, d se ghiga i <Hitii Per i sr a 


n(a+1)(M-+-2) - (0+1)(0-P2)14-3) ‘@nrniae RIE) i s di 













mu Così continuando, si ‘ possono calcolare È valori dei determinanti ortosim- 
metrici che si ricavano moltiplicando fra loro a due, a due; ‘a tre, a tre; ecc. 
— gli elementi corrispondenti delle colonne del determinante AU con una re- 
gola semplicissima, che ci SISPATIUANO di enunciare. 
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6. È ua. osservare che i determinanti (5) e (7) sono legati dalla 
seguente relazione : 
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ee; Ls riv, 
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e quindi, tenuto conto della (10), risulta 
Z& va 


n 120 CI IT A ARIA ae INA E 
Es; i ARE sp 3 (4,5) TOTTI * } 
$ DIA SIONNGAE I O SI 0; i j (@HPdv,V)a " i 
de. ni ‘ N 3 3 . P » ì . . . x 1 ta 
_ —’—9©sserviamo che per n pari, il valore del determinante W, — ha per se 
: La : Mae ì ° i \ i 
Ù at x . , » n 


| gno lo stesso segno che assume il valore dell’ espressione (—-1)?; mentre per 
i SR 





n dispari quello che assume il valore dell’ espressione (—1)?, come si può 


facilmente dimostrare. | n Rs i 


un 


7. — Dalla (17) risultano notevoli conseguenze; noi ci limitiamo a rile- 
| varne alcune: 5 


#e 
» 
dI, 
ì 





ne o DI Nero 
sà " n determinante Wa (0,0) coincide con Vordinario Wronskiano delle fun-- 
i i 
zioni i . 
Es 5) DRS “RA ra (n intero positivo, «= 0). 


Il suo valore non è mai nullo, infatti si ha 


Le, pe, (0,0) n "} È 








in cui, come abbiamo visto, il segno si può facilmente determinare, 
2,° Indicando con ©, il determinante di Cauehy formato con i numeri 


Wi); A 
dal "A 
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LE QUARTICHE PIANE INVERTIBILI + e 


) | MEMORIA 


EDGARDO CIANI (a Genova) , 
















Il vecchio problema di trasformare in sè stessa una quartica piana me- 
. diante una inversione per raggi vettori reciproci, si collega agli studi sulle 
proprietà focali delle quartiche bicircolari. 3 
Il | primo a riconoscere l’esistenza di quattro tali inversioni, per ogni quar- 
tica della specie suddetta, è stato Casey in una elaborata Memoria la cui 
pubblicazione risale al 1871 ('). Però, mentre l'Autore presenta nna di queste Daft 
inversioni nel modo più semplice, mediante la? generazione della curva quale | 
inviluppo di un cerchio mobile, desume poi le altre tre inversioni dalla prima 
attraverso una costruzione complicata dalla quale non apparisce affatto il le- 
game simmetrico che collega tutt’e quattro le inversioni in parola alle due 
quaterne di ,bangenti condotte alla curva dai suoi punti doppi (punti ciclici 
del suo piano). Anche il Salmon, per tacere di altri Autori, riassumendo 
nel suo ormai classico trattata « Sulle eurve piane » quanto si era fatto sino 
allora intorno alle proprietà focali delle quartiche bicircolari sfiora e, per così x 
dire, rasenta il problema senza risolverlo (?). In ogni modo. nè egli, nè altri 
(ch'io sappia) ha studiato sinora , in relazione alla curva, il notevole gruppo 
(di ottavo ordine) di trasformazioni quadriche che viene generato dalle quattro 
inversioni in parola e di cui è nucleo la figura, dianzi ricordata, delle due qua- 
terne di tangenti tirate alla curva dai punti ciclici (5). 





L. gg 

(i) Casey, « On the Bicircular Quartics ». Transact. Trish Accad. vol. XXIV, p. 457, 1871. 

(2) Cfr. p. es. a pag. 339 e seg. della traduzione francese di O. (6) hemi n, Paris, 1884. 
Gauthier-Villars.. ‘ 

(3) La costruzione di questo gruppo può farsi dice dalla quartica e dai 
punti ciclici partendo da due quaterne corrispondenti. di raggi in due fasci proiettivi com- 
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ali inversioni hanno i loro centri esterni alla quartica, ma ampliando il’ 
concetto di inversione per raggi vettori reciproci, nella ben nota inversione 
quadrica che porta il nome di Hirst e quindi abbandonando anche i punti . 
ciclici, si affaccia la possibilità che il centro d’inversione appartenga alla quar-. 


tica e per conseguenza (dovendo la curva essere invariante) sia un suo punto: 


doppio. La questione è stata risolta, in senso affermativo, la prima volta, da 


“De Vries (') e con qualche restrizione vale per ogni punto doppio (*), 


Dopo De Vries, un Autore inglese, il Richards (*), per via sinte 
tica ha preso a considerare tanto il caso del centro esterno alla curva quanto 


quello del centro ‘esistente sulla curva per le’ quartiche uninodali, binsaaih 


Ma per questi ultimi è incorso in un errore che verrà rilevato al N. 42 della 
presente Memoria. 


. | an di s } 
Invogliato a trattare 1 argomento per disteso ho redatto questo lavoro 
nel quale mi sono proposto, prima, di esaminare (in tutti i casi possibili) quali 


circostanze si esigono perchè una quartica piana sia invariante rispetto a una 
inversione quadrica di Hirst (non escludendo le eventualità che la conica fon- 
damentale dell’ inversione degeneri in una coppia di rette, o che contenga il 


. . È . i . . v. ’ wi . 
relativo centro); di ricercare, poi, quali e quante di tall inversioni possano esi- 


stere per la stessa quarti ‘a; di studiare, infine, per quel che mi è riuscito, i 
gruppi e le relative configurazioni generate dalle inversioni in discorso. 
Il lettore troverà dara qui riunito ed esposto con maggiore precisione 


della consneta (così almeno mi lusingo!) quanto di più notevole si era fatto 


sinora sull’ argomento, con 1 aggiunta di quel poco che mi è parso nuovo nè 
privo d’interesse. I casi trattati riguardano specialmente le quartiche binodali, 
le biscupidali, le tac-nodali e le trinodali: queste due ultime specie sono quelle 


f 


che parmi conducano a risultati più notevoli (Cap.-IV e. V).-Non pretendo, 


con questo, di avere esaminato tutti i casi particolari possibili: eredo di avere . 


considerato i più importanti : quelli in cui gli ommessi potrebbero ritenersi 


compresi (7). 





piani e non concentrici secondo la mia Nota «Sopra aleuni gruppi notevoli di trasformazioni 
% Ò ® pia cpl dr 
quadratiche piane » pubblicata nei Rend. del Cire. Mat. di Palermo nell’Ottobre 1917, 
Veggasi anche « Montesano. «Su alcuni gruppi chiusi di trasformazioni involutorie nel 


piano e nello spazio ». Atti Istit. Veneto, Tomo 6°, serie 6%; 1888. Anzi, a questo proposito, 


debbo dichiarare cne quando pubblicai la mia Nota suddetta non conoscevo il lavoro del prof. 


Montesano. Informato poi dall’A. e presa cognizione del lavoro medesimo, debbo adesso 


riconoscere che, ivi, l’esistenza del gruppo era già stabilita in modo semplice ed elegante per 
via sintetica, pur non trovandovisi. messa in rilievo la figura nucleo costituita dalle due 


quaterne di rette sopra indicate, nè essendovi traccia alcuna di collegamento con la quar- 


tica piana. . i i 

(4) J. De Vries. « Za quartique nodale ». Archives Tayler s. II, t, IX 1904. 

(?) Ciani, « Alcune costruzioni inerenti alla quartica piana dotata di un punto doppio ».— 
Giorn. di mat. vol. LITI (1915) 60 della 32 serie. 


F 
ug” 


(6) Richards..« 4 geometrical pr oof of some of. sthe pr operty of nodal quar Lies ». Quarterte, 5 


vol: XLII, 1911. 


(7) E poi.indnbbio:che, ove si volesse ricorrere a considerazioni spaziali, si potrebbero 
FI Ù ) (ta È Ù iv » N 
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La ricerca non è esaurita: rimane, fra altro, una questione importante da 


si tratta. Consideriamo, ad esempio, la binodale la quale è invariante rispetto » 





“risolvere e per la quale ogni tentativo mi è riuscito vano sinora. Reco di che : 
a sei inversioni (N. 14). Si domanda : il gruppo che. esse generano è discreto, 4 
o continuo ? Per adesso, non si può affermare altro che generano un gruppo di - i 

«| sereto (un G,) quelle quattro di esse che hanno i centri esterni alla curva. Ma 

aggiungendo le due rimanenti che hanno i centri nei punti doppi, il gruppo ri - 
martà disereto, ovvero si perverrà al gruppo co! continuo di trasformazioni 
‘birazionali spettante a ogni curva ellittica? Ugualmente si può presentare la 

‘ questione per la trinodale che ammette nove inversioni che la trasformano in 

| Sè stessa. Orbene relativamente ai gruppi che esse generano non si può affer- 
ni mare altro (per il momento) che |P esistenza di tre gruppi quadrinomi i quali 

"dl saranno naturalmente sottogruppi dell’ intiero gruppo generato. Ma questo sarà 
si disereto, o continuo? Soltanto nel caso della tac-nodale la questione è comple- 


de IE 7 


pò 
tamente risoluta. L’intiero gruppo è discreto. i SE 
Chiudo queste poche linee d’introduzione spiegando alcune denominazioni 


an CIN 







usate a scopo di brevità. Dirò che una inversione quadrica di Hirst (più ‘ 
brevemente: una inversione) spetta, o appartiene, 0 è posseduta da una quar- di 
tica, quando la curva è invariante rispetto: ‘a tale inversione, nel qual caso la fi 
curva medesima sarà chiamata invertibile onde la ragione del titolo del pre- 3 


«sente lavoro. È poi sottinteso che le quartiche oggetto di questi studi sono 
sempre supposte irriducibili. 





CAPITOLO I. 


LE VARIE SPECIE DI QUARTICHE INVARIANTI RISPETTO 
- ‘ A UNA DATA INVERSIONE 


? 1. Cominceremo coll’osservare che una inversione può presentare varii casi 
. a secondo che la conica fondamentale è propria, o degenere, oppure a se- 
«condo che si assoggetta il centro d’inversione ad appartenere, o no, alla conici 
medesima. È RI 
Associando in tutti 1 modi possibili queste eventualità si “è condotti ai 
seguenti casi : 
a) La conica fondamentale sia propria: il centro d’ inversione non le 
> appartenga. . 
LA Assumendo tal centro come (001), collocando i due rimanenti punti (100), 


*- 





sistematicamente ottenere tutti i casi trattati (all’infuori della uninodale) mediante opportuna 
proiezione della quartica gobba di 1% specie alla maniera di Segre cfr. « Surfaces du 4° or- 
dre a conique double » in Math. Annal. Bd 24 pag. 324. Non sì vede però come, con questo 
mezzo, si possano conseguite le rispettive FApDFOsen ta RIA analitiche delle cercate inversioni, 
VOLL:EVII. 5 
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(010) nei due rimanenti punti fondamentali dell'invor tant "è infine, disponendo | 
opportunamente del punto unità si può Pe piere per conica fondamentale : DRS 


dI } i; i 


(9 


e quindi si può rappresentare la inversione mediante la sostituzione : 


xe ye cy 2 € Cn 


x Yy 2° 


da effettuarsi sopra , y, 2, coordinate omogenee di punto. 
b) La conica fondamentale sia degenere: il centro d’ inversione non le: 

appartenga. Mantenendo (001) nel centro, si può prendere per ‘conica fonda- 

mentale ‘A 


y? Br, a — 0 


e l’inversione può rappresentarsi con i Ra 
; n ». ie n 

\ < UR Ya ly? - 
Y Y I | i i 4 


4 


x (I RRERET, 
i A è 
c) La conica fondamentale sia propria e il centro diana le appar: 
tenga: Assumendo (100) nel centro e ‘Ig 





y—-ae=0 dd Rieti dr 
come conica fondamentale, l'inversione è ; ea 
3 A LÌ 
\ 2y° — mai oygi 2? È | î 
\ ° ! 
" Yy 2 3; 


d) Se infine la conica è degenere e il centro le appartiene, esso non E 39 
trovarsi nel punto d’ incontro delle due rette che costituiscono la conica fon- | d 
damentale, altrimenti anche la inversione stessa degenera. Bisogna dunque. che 
il centro si trovi sull’ una delle due rette in parola e non sull’ altra. Ma allora 
la inversione si riduce alla omologia armonica che ha il centro nel punto no. 
minato e per asse l’altra retta sopra ine 


. Si presenta adesso il seguente problema : È "e 
Sai una quartica @ possedere. una inversione, nei varii casi con- 
siderati nel n. precedente, quali specie si trovano? 1 1801 IERABO separatamente | 


ae: * al 


Pesci SP SIERATRO, 








tali casi suddividendo ciascuno, in due a seconda che si esige che il centro 


— d’inversione esista, o no, sulla quartica. Però escludiamo fin d’ora il caso (d) 
Î 


che conduce naturalmente alle quartiche omologico-armoniche già ampiamente 
studiate (*). di ì 

Cominciamo dunque dal caso (a) del n. precedente aggiungendo l'ipotesi 
che il centro d’inversione appartenga alla quartica. Ne segue che esso è dop- 


x 


pio per la curva la quale è inoltre obbligata a passare per i rimanenti punti 


fondamentali. Dopo di che, esigendo l'appartenenza alla curva della inversione: 


Ch 


xa yz LY 


x Y 2 


si è facilmente condotti alla forma seguente : 


(1) (aa + bay + cy?) (2° + xy) + (4a + ay fog dg) —=0 | 
e : bri e 


che è quella del n. 7 della mia Nota già citata « Alcune costruzioni inerenti 


alla quartica piana dotata di un punto doppio ». Richiamando le considerazioni 
di quella Nota si trae che la curva precedente costituisce il caso generico 


della Quartica dotata di un punto doppio. Il vertice (001) del triangolo di ri- 
ferimento è il punto doppio: gli altri due sono i rimanenti punti d’ incontro 
con la curva della retta che unisce i tangenziali del punto doppio. Si esclu- 
dono dunque soltanto i casi in cui tale riferimento sia impossibile (ad es. il 
caso del nodo inflessionale). La conica fondamentale dell’inversione passa per 
i sei punti di contatto delle. tangenti condotte alla curva dal punto doppio 


ossia è la conica di Bertini inerente a tal punto (°). 


3. Se poi, pur rimanendo nel caso (a), il centro d’inversione deve essere 
esterno alla quartica si vede subito che gli altri due punti fondamentali risul- 
tano doppi per la curva e si è condotti alla seguente equazione : 


Moie 2) + 2(@? + ey)(be + eg) + 2°(d2® + ey + fy9)=0. 


Sorge così la questione di sapere ,se questa quartica sia la più generale 


| possibile fra quelle dotate di due punti doppi. La risposta che è. affermativa 





sarà data nel capitolo II. . 





(*) Cfr. ad es. la mia Memoria : / varii tipi possibili di quartiche piane più volte, omologico- 
armoniche. Rend. del Cire. matem. di Palermo, T. XIII, 1899, 


(*) Per maggiori particolari intorno a questa conica cf, la mia Nota già citata: Alcune , 


ui 4 


costrizioni ecc, ecc, 
. ° 4 . 


e EZIO e fi fi 





AS 
e a | 
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TO 2 





| Serivendo RAgAZiona precedente nelle due forme G SA PRE 
i fa - Lay 4 Di x de”) + vetey? + ey + Dè) )A e° (fy° + cye 4% 2) 71) 
20 y°(ax? 4 caz | f2®) + yeba? + exe + 02)° Lo 2°(da° + x2° + 42°) 30 
| si yede che le due coppie di tangenti nodali sono | 


ay | bye + de° = 0 ; ‘ag? b.exz 4 fe? — 0. 


Va 





Si noti bene che esse non si corrispondono nella proiettività che la in- # 
versione, spettante alla quartica, subordina fra i fasei di raggi che hanno do 
centri nei due punti toppi. Accade invece che alle ‘tangenti nodali in (100) . 
corrispondono le due rette che da (010) proiettano i due rimanenti punti dove 
y= 0 incontra la quartica fuori di (100), e alle tangenti nodali in (010) le 


iL 


altre due rette che da (100) proiettano le due rimanenti intersezioni di a=0 
con la curva medesima fuori di (010). i gl 3 


4. — Passiamo. al caso (b) suddividendolo , come il precedente, in due al 
seconda che il centro d’inversione esiste, o no, sulla quartica, Nel primo sotto- 
caso esso sarà doppio per la curva la quale è costretta a passare (semplice- 
mente) per il residuo punto fondamentale (100) dell’inversione. 

Dopo di che esigendo il possesso dell’ inversione stessa, da parte falla 
curva, si perviene alla equazione: PE 





8) (+ 9a + day + cy) + (dat + cay + fay? +- go) = 0 





dA DER ; STA 
$ Le tangenti nodali sono: ki: ne: 
ax° 4- bay + ey° = 0. 
La 2==0, corda dei tangenziali del Load tocca ulteriormente la curva in e 
i (010) che è il punto doppio della conica fondamentale dell’inversione. 
Bo Il sotto-caso attuale può dunque. riguardar sì come un easo limite di quello 
pi considerato al n. 2: basta perciò supporre, ivi, che la corda dei tangenziali i 


del nodo sia tangente altrove alla curva, e allora nel punto «di contatto con de 
vergono le due rette che compongono la conica fondamentale dell’ inversione. 


% 









5. — La inversione sia ancora quella del n.° precedente ma il centro sia 
esterno alla curva. Ordinando 1 equazione della quartica in # e osservando | di 
che, per le ipotesi fatte il coefficiente di e' non può esser nullo, si vede che, ss 
dalla equazione trasformata deve anzitutto staccarsi il fattore esterno y Spa 
è così condotti alla equazione: 


(4) a+ 9) + ee + 9960 + e) + #da* |: cey LA) =0 LA 


«DE 





RA se ? 
È pe n y H TI a òd «Po da a a 
; (t Le N 
A al PSA ù vm ; x Mai de NIC St (3 n 
A CIO SD xSl , 
ano Pi % rÀ hag Gil i ati « È” 
: Ù a ì sp A 
x 4 X 37 X \ 
do ‘ 


da cui risulta che (100) è un tac- nodo , con 2-0 tangente tac-nodale , 0 un 
punto triplo (se d= 0) con 2y= 0 tangenti relative. 


' 


6. — Rimane da discutere io caso (e) del n. 1. Se non che la suddivisione 
fatta per i casì antecedenti non ha ragione d’ e essere per. questo, perchè il 
centro d’inversione deve appartenere alla quartica: infatti se si conduce una è 
retta per il centro U suddetto e si indica con D il suo. ‘secondo punto d’ in- 
tersezione con la conica fondamentale, si vede che due delle quattro interse-. 
zioni di tàl retta con la quartica sono interne al segmento finito CD e due 
esterne è ciò per quanto D possa avvicinarsi indefinitamente a O ‘nella rota: 
zione «ella retta CD’ attorno a 0 nel piano della quartica.. Dunque C 'appar- 








$ ‘tiene alla quartica e quindi è doppio per essa. “ ù / 
_ . Allora, esigendo che U sia doppio per la curva ed esigendo poi la inva- 
| rianza rispetto all’inversione si trova Vequazione: 


i ; i 


(5) 0 aselaz — 2) + by + eyz + dy?2? + eyz? + fa = 0 


e di nuovo si vede che (100) è un tae-nodo con e=0 tangente tac-nodale. 
Abbiamo così trovato due forme di equazione per la quartica tac-nodale : la 
i (4) e la (5). Ma nel capitolo 1IV° vedremo che sono distinti soltànto apparen- 
temente e che possono riguardarsi come pertinenti alla stessa curva (N.° 35) 


Preeetzi 


«e ciò che più importa alla quartica tac-nodale generica. 
À GAPTFOLOFTI 
; , 
LA QUARTICA BINODALE. 
il 
T.— CI proponiamo adesso di esaminare con qualche dettaglio ‘i casi del > 
capitolo ‘precedente in riguardo specialmente al numero e alle varie specie di 
inversioni spettanti alla medesima quartica e agli eventuali gruppi che esse 
U x : >! Po . . . . 
generano. Tralasceremo però le quartiche rappresentate dalle equazioni (1) e 
(3) nei quali la curva ha un solo punto doppio rimandando il lettote deside- 
roso di maggiori particolari. alla. mia Nota più» volte citata « Alcune costru- \ 
zioni ecc. ecc ». i 
Passiamo quindi alla curva (2) ponendo il problema di sapere se essa 
rappresenti, o no, il caso generico della quartica (binodale. è 
__ S.P perciò necessario premettere alcune osservazioni intorno alle reti 
di coniche passanti per due punti fissi e alle serie quadratichè in esse con- 


a 


8 tenute. Assumendo come punti fondamentali (100) , (010), i due punti suddetti, 
% la rete potrà rappresentarsi con i i 


a+ a, + pa) - ey(b, 4- Mb, i) H+ 
+ Y2(e, A ic, + po) + ea, LMt pda 








TE PRATI i 0 O 


tz J h È 
e: I dove ì e p sono i parametri della rete. iper semplificare la rappresentazione, | vi 
| o i scegliamo per individuare la rete le tre coniche determinate dalle ROEDIS di: i 
peso” valori di ) e | soddisfacenti alle seguenti condizioni AI i 
va b, + Ab, 4-pb, = 0 O ADS AI C, +e 0 
Do Ù v) , b 
È d, + 24, + viali . Le, + xo, + pie, & | d, + 10008 
Sa i S Tali coniche saranno rappresentati rispettivamente. da equazioni del se 
L'Arena guente tipo: 
ra - 
79 ; (my + ne) = 00; elet ge) =0 3 re? +eagno. 
Assumendo poi per rette y = 0, a = 0 le f “dl 
my + na = 0 ii pat ge = 0 
x e disponendo dal punto anità per modo ché sia r= s, le tre coniche in pa. 
rola. saranno iù 4 5 
Zi Real, 7 Raez=U5 na 2° +ay=0 È 
e quindi la rete che esse individuano, potrà rappresentarsi con: | 
mena 
dopo di cha si vede che la Jacobiana della rete è costituita da 2—=0. € dalla | È 
» conica pe Nic DI 3% a 
La 3% TÀ 
è — ay=0. i 
) MI ad 
ì TAL 
[St Na 
p E ovvio adesso riconoscere che la inversione del n. 1 (a) cioè: ae 
# e PR Rio 5 IRR A AS a 
Sag VE) RYAN Rot EHE 
SR 
xq Y Cou 
trasforma in se stessa ogni conica della rete. Tale inversione è collegata alla 
ta a . rete in guisa che la conica fondamentale dell inversione. è conica Jacobiana 
della rete e il centro d’inversione è polo, rispetto a tal conica, della retta che 
congiunge i punti base della rete. du \ 5 i a 
ia È — 9.— Ricorderemo adesso che una bitangente di una quartica individua — 


sempre una serie quadratica di coniche inviluppanti di cui la bitangente sud > "e 


= i 


Gero: insieme ad altra (ben determinata) fa parte. O RI E CARE - 


n n 




























Ly 
SIGCA 


PU he; $ si RE È: PERE 
è} Le AN ee: ;X dI Ue bi i 
Questa proposizione dimostrata fai: trattati per una quartica generica e 
«per una bitangente propria, ha, bisogno di conferma quando la quartica sia 
i binodale e la bitangente in parola sia una tangente tirata da uno dei punti 
doppi della curva. La conferma si può ottenere nel seguente modo. Assu- 
mendo (100) e (010) nei due punti doppi 1’ equazione della quartica può seri- 
versi nelle. due forme equivalenti : 


a (ay + bye + 02°) + ee(dy? + eye +-y29) + 2°my? + nye + p29) = 
| gl th: daz + me) + y2(ba? ar (4A dp nz?) A er + faz + pe) =0 


[RS 


a dalle quali sì SOS che le equazioni delle que oo di tangenti tirate 
} È dai punti doppi sono: 


È ot (dy° + eyz : 4 s0) + A E by: +. c2°(my? + ny2 + pe) 


(00° +- ewe + n2°)? — 4(ax® + dae 4- me?Y(ca® 4- fee + pe?) = 0. 


Gion 3. i 
Si prat È; (di dam) + Yy'z(2ed — dan A 4bm) + 
a SIA SARI + y20e? + 2df — dap — dem — 4bn) + 
È S i i 
; a + y2°Cef — dbp — den) | ef? — Ape) = 
rai ‘(n° — 4pm) +- 2a (2en — 4pd — 4fm) 4 
Re 1 i de eee? 50 2bn — 4ap — 4cm — 4df) + 
RS Siae + ea'(2eb — daf — 4cd) + 2'(0° — da) = 0. 
| Eseludiamo che i punti doppi sieno due cuspidi (caso ché verrà trattato 
a parte nel Capitolo III°) il che significa : 7 
: Vir dg sc d&-4am +0 
96: conseguentemente, che è ‘impossibile il distacco, del fattore 2 dalle due pre-, 
cedenti quaterne. Osserviamo , poi , che possiamo ancora disporre del_punto 
pa (001) collocandolo nel punto l’incontro di una retta della 1° quaterna con una 
È — retta della seconda. Ne segue che è adesso. lecito supporre il distacco di un‘ 


gp fattore y dalla 1* e di un fattore x dalla Pato il che esige che sia 


be Ia 


o ne: n MI : TEA pt 4pe =" 0 . ni i 4pm —— 0 | n 
SA per i teo { È 
con'p+0 altrimenti ne seguirebbe f=n=0 e la quartica avrebbe un terzo 


‘ 
Li 














punto doppio in (001), il “qual caso sarà considerato a parte. el Capitolo. VI 
Si può dunque PESNOCIA Ù VASTA DRG di 


9 pi ERA Pa 


ne i 4 NOE ni "CPI 
si RE ; ea "— MZ — 
AD AI dp 


Ì * x 


e allora si vede che 1’ equazione della. quartiea può. acquistare la seguente 
forma : ; i 


(Ge - ne | vat e 2ay a 2°(fn — 2ep) _ - 2apry — - pre — 2pdyzt = 0 LAS da 


i x 
Ù * » 


ciò che dimostra come dA curva si possa eno, come di Hfaviluppo deo 
seguente serie quadratica di coniche : 


Xcy | 21.5 fire a nye + 2pe9 {4 c 
P ; Ù i 1 ) 


SF $ ef — 2ep) — 2apay — 2bpxe — 2pdyet= 0. 


Così la conferma invocata al Miicicio di questo n.° è conseguita. A o 
10. — La serie precedente è contenuta nella rete ic: 2 
RSA 2 ) faz 4 nya + 2p i i 
w de set s efn — ro — san — 2bpars — pih tar 0 7 


che ha due punti-base in (100); (010) e quindi ai patebhe Bic specie descritta 

al n.° 8. Ne segue che la inversione, ivi individuata, trasforma in se Stessa 
ogni conica della serie e quindi anche la quartica, Ecco dunque trovata, in- n 
tanto, una inversione spettante alla nostra curva. In modo analogo, ne ‘frost 
viamo altre tre come questa. Infatti, osserviamo che per \= + 2) ap sì e n 





tengono due coniche degeneri, della serie in parola, da cui si stacca 2 = 

Le due rette rimanenti saranno quindi due bitangenti proprie “conver- 
genti nel centro d’inversione. Avanzano dunque, nella serie, quattro coniche o 
degeneri costituite, ciascuira, da una tangente tirata alla curva da (100) e da 
una tangente tirata da (010}#Per \.<=.00 (nella serie) si trova così la N 
dY. Indicando con uh, vk, wl le tre rimanenti coppie in modo che le due Lars 


terne di tangenti tirate dai punti suddetti sieno: 


di iv 0A yhkt 


si potrà dire che tali. quaterne saranno corrispondenti nella inversione in © 
discorso e quindi proiettive (‘) nella proiettività che tale inversione subordina 


(1°) Cfr, Salmon, loc. cit. pag. 340, TARRA i Vara 2A 








: fra i fasci di centri (100) e (010). Ora dalla proiettività 


È RS 15) 
È è a. Ag auto È yhkl o 
Ì - 


‘seguono le altre tre: 


à 


auow A hykl 


euvw N klyh 


euvwo N Uchy. 


— Come dunque ARROGIRUHL da x alla y si è trovata là serie cui appartengono 
le coppie i ; i s 





1311 PESA I CARA] DISSE 7) SSA 


così associando successivamente la # alla h, alla k, alla l si troveranno altre 
tre serie a cui ‘appartengono ordina tamente ; 


uni, SESTRI TROTA NERI) 
Fa aa RR Va ak Tate o a GY CK » 


ME RNA] (OSP "0 IN 





e saremo pervenuti alle altre tre serie di coniche inviluppanti ‘cercate e con- , 

seguentemente, alle altre tre relative inversioni spettanti alla quartica. 

È n _ Queste quattro inversioni subordinano fra i fasci di centri (100) , (010), le 
quia proiettività precedenti. Le relative coniche fondamentali, piattosto 
che riguardarle come Jacobiane delle reti contenenti le serie (alla maniera 
del n.° 8), si possono, più semplicemente , ritenere come generate dalle pro- 

| viettività in parola e allora i relativi centri d’inversione mon sono altro che i 

de. centri di. collineazione delle PIVIERIVICA medesime, Per ognuno «i essi passano 

duò _bitangenti della curva. SET, gia 
. Risulta così dimostrato che la (2) del n.° 3 rappresenta effettivamente 
la | quartica binodale generica. RI ta 


x 
to, ; P) % |: - ' 









È "A 


u9 ar = Alle alabbro inversioni pIeccnstd: spettanti alla quartica, si aggiun- 
di poi le altre due che hanno i centri nei punti doppi e per coniche fon- 
damentali dei rispettive. coniche di Bèrtini secondo fe considerazioni del 
2. Vediamo adesso come si possano stabilire le rappresentazioni analitiche 
inerenti. Riprendiamo quindi l'equazione (2) del n.° 3 che ora sappiamo spet- 
tare” ‘alla binodale generica e cerchiamo la inversione della curva che ha il 


centro nel nodo, ES cominciando, dal | cercare la relativa conica fondamentale 
VODS-LVIgigene > (05, cU i 6 

















COM (conica di Bertini secondo il n.° 2) Ne indicheremo con ma i covsie lenti 
ae incogniti e ne seriveremo equazione ordinandola in nel seguente modo: 
DI 4 9 2 e x ; * 
em, + 2a(m,Y a mx) + (MY ta 2Mygye |. MEV sS 
er. ha 4 | ' v % f 
VT 2 \ 4 ) * ; 
s Ordinando ugualmente la da ) del N. 3 si ua | ‘ade % 
Bi i a*(ag? + bye + a) + (eye + eye? di Da) niche bag Hi È dat == DANNI 
ER Sia ora y= è una retta per (100) COSÌ che un suo rità generico net rap: | 
"SUE presentarsi con (1, ), 1) ove p varia al variare del punto sulla retta. Le sue 
i, intersezioni con la conica e con la SU sono RETI date da : i 
i SET 
vati Es, 9 n î SOA "a K° 
Di u°m,, i Am, +.0,,) + (md? Shi Ta NT Ma -0 1 I = 
E i n(aX? + DA + d) 4 p(cd° + DA + db )+( oe si CÀ da 5 = 0. SE C) 
vas : è fl 
> 0h Perchè la conica m,} —= 0 sia Mn angientale per Vi inversione 38 ha ib Mibiro. 
R;. in (100) e appartiene alla quartica bisogna e basta: che li armonizzante delle 
due precedenti equazioni in p, cioè l’espressione dre | 
x È I \ 
M,, A+ A+ a Y+ (3° + 2m 3 + Mag) Va +0 + d) y, 
Di, % / \ 
e i Pea — (mà + 2,3) Vert sro I i) Mg 
Dì ; | 3 A a i A Gi 4 
o sia nullo indipendentemente da ). Si trovano così le ssaa condizioni : 
AE m, = 0 n LACAN e 
_ i? 22 LEONA ù : "03 | È 
ta TRE AI lo 
2am, — em, =0 Na de - ; 
ta ) P ; 4 DI » r. pd e sE ; 
Amg + 2bmy, Hrfm,j — mg et 30 sa 
d PEA 
i x dir SSL E 2dm,, + cms EM g — dm :0 Mii 
va i i din, | ami, img 0 i 3 #4 
pe le quali servono a individuare la conica cercata, © briga 
) 5 dai . “i si get pa 
gii Per dedurne i valori delle m,, si può ad es. ricavare dalla 2 
vi li Mg Edi _ bm, — dm, 
0. rar RAME È mi E. 
n IS » P È ad i 1a i ì a “ LI 
1 c ta À ; fa su at to 
Sostituendo nella 3% e nella 4% sì trova: mo n. 
+ : ì , ri R 
È m ufbe — ae) + m,(bf — d) + m,.(a° — df)= o Mie 
È m, {ed — ab) ALI Mg (bo da - de) dh my, (ab + = Be 0, MORI O. Luboa 
0 o Mete x ni f1 SA 
x î i 
v i Crt 

























Si può dunque prendere sa 








do Wi E PI 1 i 
bf: -a6 a — df| a — df be — de 
mi, = 20 s ; i DE My — 24 di 
|beae ab — cd _|b—-cd » cda — ab 
Ù “i 4 p y - 
î è Di p 5 ( ù ae à cx ’ 
% ui 1 Irer de bf — ac ..| bf — ae GT de 
i Mie data, 0 
ed—-ab bet ae| be — ac ab— ch 
: Rat cd 3 ° 
MA Di 2 i ' . \ RA 
t.0 ©) 0) SPASMI a? —df | be-ae|  |be—ae ‘bf—ac x 
my = 2450 —d fe i 
CAN 3 ab — ed’ cd — ab ‘\ca— ab be — ae 
se uo $ x : ; SU, 3 ‘ DIE ‘ i 
’ I , i li 5 i Ma, — 0) 5 1 “i i 
la conica nm, al è così determinata. 
s 19 . Non manca, \ altro che a le formole dell’ inversione il cui ceutro 


wr 


è (100) e la cui conica fondamentale è quella dianzi determinata. A tale scopo 

dA “si osservi. che dato un punto P = (xy) le coordinate di un altro punto alli- 

i _ neato mons ‘e * col centro d’inversione (100) possono rappresentarsi con (x -| À, , 
5 dA 2): le intersezioni della retta che SOoaene questi punti con la conica m,°=—=0 

sono. date da: 


PI 


ida 13 2014) (ny 4-2) 4-m,y4°+-2m tetra — == 





ovvero. Ep nendo mt le Yz): 


39 


> SN E , AI sl d E pfeya = 


Indicando con ), À s le radici Pi questa equazione , il valore di X che serve a 
individuare il corrispondente oi ‘2°) di P_nella inversione in parola è 
di dato dalla condizione: 
e 3 





Tenendo dunque presente che 


Josd=3 (0 ia D) De 


So sì può rappresentare la IP CRI cercata mediante: la sostituzione: 


Ù 


\ 


bd 


\- 5, A a rt 


PE 
ra ® Y Acne 
ti ugual modo si pradederebba per ottenere le formole dell i inversione (spet. 


tante alla curva) avente il centro (010) e per conica fondamentale 1a relativa 
conica di Bertini. 





13. In conelusione la Ara binodale possiede sei inver$ioni. Sorge dun- 
que la questione di identificare il .gruppo che esse generano. Come già si è 
dichiarato nell’ introduzione non si è in grado, per ora, di risolvere la que- 
stione. Si può soltanto affermare che Se ti escludono ie due inversioni che. 
hanno i centri nei punti doppi, le quattro rimanenti generano un notevole gruppo TO 
di 8° ordine la cui esistenza e rappresentazione analitiea può ottenersi indi- 
pendentemente dalla quartica collegandola alla figura nucleo-invariante che ai 
formata da due quaterne proiettive di raggi in due fasci e per la quale rap: 
presentazione analitica mi riferisco alla mia Nota già citata del Circolo Mate-.. 
matico di Palermo. Per collegare il gruppo in parola alla quartica basta. sup- 
porre che le due quaterne suddette siano quelle delle tangenti condotte alla ma 


curva dai suoi punti doppi. * sd} 


Rimane poi a vedere se, agg ‘iumgendo a tal gruppo le. due inversioni escluse, | 
sì generi un gruppo discreto, o continuo, nel quale ultimo caso potrebbe anche Di 
essere 1 intiero grnppo co’ delle trasformazioni birazionali spettanti a ogni è 
curva ellittica. PAS 


x è gg Ro 


14. In ogni modo i risultati conseguiti sì possono riassumere nel seguente. E 
| enunciato: | Pa sE; 
«La quartica binodale possiede sei inversioni. Due hanno per centri snodi A 

e per coniche fondamentali le relative coniche di Bertini. Le quattro rimanenti va 





hanno per coniche fondamentali quelle generate dalle quattro proiettività che in. 
tercedono fra due quaterne di tangenti tirate dai nodi: i relativi. centri d'inver- | 
sione sono i centri di collineazione di tali proiettività. Per ogni centro passano Di 
due bitangenti proprie della curva. Queste quattro inversioni sono a due do 
‘permutabili: i il prodotto di due qualunque. di esse equivale al: prodotto delle due 
rimanenti, come il prodotto di tre «qualsiasi equivale alla quarta. Da tali. pro. 
dotti a due a due si engono quindi tre solo nuove Vide ATO, De sono n 


% i to o) î = x la 








Vas 

























cora quadratiche e inuolutorie (ma non inversioni), Esse insieme alle quattro in- 
versioni in discorso e all identità costituiscono un gruppo G, di ottavo ordine ri- 
spetto al quale la quartica e la configurazione formata dalle due INArgno di tan- 
genti sona indicate sono. invarianti 0) ». 





TRE, 


15. Nel caso in cui tali due quaterne siano armoniche, od equianarmoni- 
che, esistono altre inversioni spettanti alla configurazione delle due quaterne è 
‘ generanti gruppi più ampii, ma sempre discreti, di trasformazioni quadratiche 
che possiedono naturalmente come sottogruppo il G, del. caso generico. Questi 
gruppi più ampii sono di ordine (32. nel caso armonico, di ordine 96 nel caso 
equianarmonico (**). Nasce dunque la questione di sapere se tali G,,, 0 G,;, 
possano spettare non solo alla configurazione composta dalle due quaterne di 
À tangenti tirate dai nodi, ma all’ intiera quartica nei rispettivi casi, armonico, 
È od equianarmonico. La questione si risolve negativamente nel seguente modo. 
Riprendendo le notazioni della mia. Nota si indichino con abed, a'b'e'd' le due 
quaterile in parola e si ricordi, che ogni inversione del G, individua una serie 
di coniche. inviluppanti” la curva e invarianti ciascuna rispetto all inversione 
(n. 10). Così la inversione \ 


i (a a’)(b bc c')(d d') 

iL ‘individua una serie a cui appartengono come coniche degeneri le coppie (a a’), 

. (05), (ce’), (4d'). Ora si osservi che una coppia di bitangenti, anche improprie 

come (a a’), individua una sola serie di coniche inviluppanti. Infatti per otte- 
nere la conica. generiea di tal serie basta segare la quartita con una conica 


qualanque del fascio che ha per base i punti di contatto di @ e @': allora i 


Be: 4 rimanenti punti d’intersezione di tal conica con la quartica sono i 4 punti 
di contatto della conica suddetta (8). 


a 





(1) Questo gruppo è isomorfo olocilrico con quello costituito dalle 4 omologie armoniche 
che hanno \per centri e piani fondamentali i vertici e le facce opposte di uno stesso tetraedro, 
dalle tre involuzioni gobbe che sono.i prodotti a due a due di tali omologie e dall’ iden- 


vità. Le collineazioni di un tal gruppo possono rappresentarsi mediante le sostituzioni : 


9 ] ta tg ct 83 t% 


Li. La Tg Ty 


dove le x, sono coordinate omogenee di un punto, generico. dello spazio e venga stabilito che 
‘a ciascuna della linea inferiore si sostituisca la corrispondente della linea superiore. combinando 


oo, 


i segni in tutti i modi possibili. E poi ovvio che questo gruppo spaziale spetti alla quartica 





gobba di 14 specie essendo il tetraedro suddetto quello autopolare rispetto a tutte le quadri- a 
che del fascio di cui la quartica è curva base. 
N) Cfr. i N. 18 e 24 della mia Nota, più volte citata, del Circ. matem. di Palermo. 

(13) Cfr. ad. es. E. nriques-Chisini, ‘Teoria geometrica delle equazioni, Volume 1, 
| pag. 302 (Bologna, N. panicheî, 1919). 








VAL SG TIAE 00.6 Cite a 


Ebbene, ia: caso armonico (secondo il n, 10 della mia Nota) la in- 


J LE 
versione LITI A 
n= ad) (00) 20. 
sea) b)(cd) (de) 17 See 
Pi non può spettare alla quartica, altrimenti la coppia (4 a/) apparterrebbe alle due 
serie inviluppanti relative a T, ed a T.. i 
Vi Ugualmente, nel caso equianarmonico, la coppia (aa) atipart eci luci 
CA condo il n, 19 della mia Nota) oltre che alia serie già Sadigata red 
TAN, (a a’) (b 0’) (e e) (A DI VICE SRI (7900 
me; % n i > Po PA LA f - Ù : 
ai anche all’ altra 

























; (a a’) fo ce’) (cd') (db) "i 


x n 
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il che è impossibile. In conclusione dunque: | : (0 
-« I casì in cui le due quaterne di tangenti condotte dai nodi sieno. armoni: 
che, od equianarmoniche, non conducono a nuove inversioni spettanti alla quar ‘tica. » 


16. Si può infine domandare che cosa accada se uno dei punti doppi della 
quartica diviene una cuspide e l’altro rimane nodo. Si vedrebbe facilmente al- 
lora che una delle quattro tangenti tirate dal nodo viene assorbita dalla retta 
che lo unisce alla cuspide. Seguitando a indicare con 2 tal retta, con ruvw le 


quattro tangenti tirate dalla cuspide, con #k quelle condotte dal nodo, le qual: 
tro proiettività del n. 10 vengono ad essere, ora, le i 1 © ANO 


euow A ehkl A helk A kleh A he G Is STRO 
e quindi dal confronto - della prima quaterna con le rim anenti risulta la. gene 
razione delle quattro coniche fondamentali relative alle inversioni del n. 10. 
Si vede dunque che ciascuna di tali coniche riesce tangente a una delle quat- 
tro rette 2uve e che quindi Sopra queste rette si trovano (uno, su ciascuna) 
i quattro centri d’inversione, ecc. ecc. î CAI 


sedi 4 
CAPITOLO dll o at O 


LA QUARTICA BICUSPIDALE 


17. Per trattare. il caso della quartica bicuspidale riprendiamo iti equa: — Ta 
zione (2) del n. 3 che ora sappiamo spettare al caso generico della quartica 
con due punti doppi (n. 10). Imitando il procedimento del n. 9 scriveremo | 


è 


-_ 


1 #4 i + | 
È d e < MA 9 pi val NO Pi di Pull ì 
“ t) Y .9 « è Mi; Fo A, % » « 
Di , ale: GI È Ra Ra Ark b \ 
i US à 0 } 1° Di Ù ‘ » 
it A i SPO ire # 
SdL NI Sge is 47 
ut A I Xx 


— l'equazione in parola. elle due for me equivalenti 
PI i Mer l 


iti a 


1a digg 
a*(d2° +- Day + ay) + a2(b2° Toy +09) ER “(az° + oey 4/0) =0 


Dia SE cer nd aa) E yz(cz° 4 eza + ba?) + DIE + dza + da?) 0 


N 


allo scopo. di dedurne le equazioni. delle due quaterne di tangenti tirate dai 
due. punti doppi sotto, la forma sù 


ì 


(O) 90% — dp) + 2yeeo — Bac — 209) + gel — be — def — da) + 
i dl Lr + 2y29(eb — 2ab — 2ed) + 240° — dad) = 


»(7) zie — 40f)A+t 92°x(ec — 2ae Di 2bf) + z%a*(e° — 2be' — 40f — 40%) + 


$ 29E LI — 2ad — 2ed) È d'62— dad) = 0. 


FAV 


o iirdencino adesso V ipotesi che (100) e : (010) sieno due cuspidi cioè che sì 
RpRIE: i MW K Ata 


dè — dad — e — baf =0.. 


Allora da ciascuna delle RCA precedenti si stacca 2 — 0 (la retta che uni- 
sce le due cuspidi). Rimangono dunque tre tangenti tirate da ciascuna cuspide. 
di, Imoltre, dalla (6) si stacca anche y=0 e a=0 dalla (7), il che significa che 


convergono nel centro d’ i inversione (001) una delle tangenti tirate dall’ una, 
cuspide e una tirata dall’ altra. Dopo di che Di (6) e (7) si riducono alle due 
coppie di rette: S 5 | io: ; 


4 2y°(ee — 2ac — 2bf) + yz(e? — 2be — 4df— 4a?) LL 22°(eb — 2ab — 2ed) = 0 


22%(ee — 2ac — tr H+ 2e(e° — 2be i 40°) £ 2a°(eb — 2ab — 2cd) = 


Di CA : ] a: 


®©. eeb—2ab—2cd)=y(ee—2ae — 8) 


SSL] tro ta ; a > {i 


| come è facile verificare osservando che tali punti hanno le medesime due 


Lab Pa 





"eh 
MAI 
Ad 





prime coordinate 


e —=:e0 — 2ae.— 2bf'<, y — eb — 2ab — 2cd 


e per terze coordinate 2 le radici. della equazione : 


92° 4 z(e? — 2be —4Wf de) È sa "A us 


if 2(ec — dio — 20) ( (eb — 2ab — 2ed)= 0. LS 
Osservando adesso che la retta (8) passa per ori si trova la nota pro- 
posizione : i xa 

«Tre dei nove punti d’ incontro delle due terne di tangenti ti tirate dallé dué 
cuspidi sono allineati e quindi i sei rimanenti appartengono ad una stessa’ co- È 
nica.d * 

18. ETMOATIAT con mnp, m'n'p' le due terne di tangenti in discorso in. 
guisa che sieno allineati i punti mm’, nnt, pp’. Essendo z la congiungente 
delle due cuspidi le due quaterne mnpz, m'n'p'2 sono prospettive e ne segue: 

mnpz A n'm'ep' A p'em'n' A ep'n'm'. 
Si trae dunque: 

« Nel caso della” quartica Aridi le inversioni che in i centri esterni. 
alle cuspidi si riducono a tre (da quattro che erano per la binodale) I centri. sono 
i punti mm', nn°, pp' e quindi sono allineati. > — E 

Le coniche fondamentali sono quelle generate dalle tre proiettività.. Sopra. "i 


Hg Così ad es, la dodita fondamentale dell’ inversione che ha il centro 


in mn passa per i punti mn’, nm', per le SUSPICI ed ivi tocca le rette m, n° 
e così via per le rimanenti. e % por 
19. Per veder meglio le modificazioni che avvengono nel” passaggio dalla 
binodale alla bicuspidale adottiamo la seguente disposizione degli elementi di 
riferimento che serve anche a distaccare dalla quartica la configurazione for- | 
mata dalle due terne mnp, m'n'p' rendendola affatto indipendente dalla enrva. | 
Mantenendo (100), (010) nei centri dei fasci mnp, m'n'p' collochiamo (001) nel og 
punto mm', e (1, 1, 1) in nm. Così la retta x-y=0 è quella che contiene. 
i punti mm/', nn’ pp. Non manca che di fissare le ‘equazioni di p, p' il che 
faremo indicando con (1, 1, A) il loro pjuio,. d’ incontro (sopra die y=0 
Avremo dungqne :\ FILA / 


r gn 

i [= = 

m =i\y=0} ; n=y—-a=0} ; p=)y—a=0} fe 
' S n fi "dl Mo È. 
m' == 0; n=; pd} i 








XA49 
dc Allora la inversione che ha il centro in mm' = (001) subordina fra i tasci 
i centri (100), (01005 la TI 





a mnpe A ep'n'm' 


“e quindi la conica fondamentale passa per i punti np’ ,pw, per le cuspidi 
(100) , (010) toccando ivi m ed m'. Essa è dunque : 


a 
t 


K » a e _-My=0. 


6 per conseguenza, tale inversione può rappresentarsi con 
ZIE i i. |a ya ay 
i IL ARA 





Pi 
. Analogamente quella che Ta per centro nr’ =(1,1,1) subordina fra i 
fasci di centri. La ; (010), la proiettività 


mnpz A p'am'n' 





fe e per conseguenza. la relativa conica fondamentale passa per i punti mp' spm', 
Ù per le cuspidi (100), (010) toccando ivi n ed n'. Essa è quindi : 


2(1 di) + Mae — aly — 2) = 0. 


Pac Dunque la relativa inversione è: 


(W— ya) G—_ Ade) Meana), 


I 


/ / î 1 d i nu È % 


: Finalmente, quella che io per centro pp' ="(11)) subordina fra i fasci 
di centri (100), (010) la proiettività: 


mnpz A n'm'2p'. 
“La relativa conica fondamentale: passa per mn’, mnm', per (100), (010) 
‘toccando. ivi pe p': : essa è dunque : - 
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k sE NO "è ’; vi) Wi N 
| x 5 | sa 


x Mo A 3 i " 6 ra A, à ss ) i“ Ù I È + 
L, i) s . p si 5 pc 1 x DR È. 
e quindi la relativa inversione sarà :. xi I 
è ì : Was £ : 7 î ) 
(e — aly —ze Qu talea. Meta 
I, = i i E 33 ho SE 
at « È SI ig lag È HI 
Scrivendo le ultime due inversioni trovate sotto la forma: VI ANZI » 
pu np dan) ‘ap'cpri pp’ |> SRRESNIATA 
De IRIS 3 - L= nh dt 
PA LT 
si vede subito che: i H Voi I “& 
X A , » Pi ui: 
ye XE \aY x 
Li 1, = I, da —_ . A, Ù 
i x Y. % È si 
Tax 

Da cui si ha: l i ; SS 
’ sea i 
Y x 2 i “a 
A ds (fai ! Sri LV | par: 

% Yy 2 Di o; 

che è l’omologia armonica di centro (i 1 0) e di asse x — _y=0. Dada Mea, 
intanto : : i | i 4 ip GN Mi 


« Il prodotto delle tre inversioni che hanno i centri allineati è V omologia | 
armonica che ha per asse la retta dei centri e per centro d’omologia quel punto 
della retta delle cuspidi che è coniugato armonico della intersezione con. v asse ;. 





‘rispetto E coppia delle cuspidi medesime. » Le 
ts Ra 
ALE 


20. Chiamando con I, l’omologia precedente si potrà dunque serivere : Li 





2 I, È = I; x ‘ ; : n 
suli 
da cui I, I, =1I, I. Si vede poi direttamente che > x; ASI 
Ti Li Tar Ate «jon bb: ELE Se rate 
i / } È } ! ha) I) È o 
Quindi : i a asa 
ve s3 % è È ; LD r ss 
6 "gif =} L,= Li L= Lit, ou x 
s : Xi 2 È 
Wat E 


È } x è I, 
r 3 st + CAD Pi fl) & cd Î n° i 
è put A " di i i $ “ra de ita EOLICO Pao a 
? ù A, n È print , 
? i, PERA de 1 AI MIDI È | ” 
Ò e à n bo 
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da cui ne viene che il prodotto (in qualsiasi ordine) di tre delle quattro tra- 


sformazioni Bi - se; al 
{ 


{ 


equivale alla quarta. Si può dunque dire che: 
3 _ «Il gruppo G,, di ottavo ordine, di trasformazioni quadratiche involutorie 
spettante alla quartica binodale generica (n. 14) si modifica, nel caso speciale 
in cui i nodi siano sostituiti da cuspidi, sostitue@do a una delle quattro inver- 
sioni una omologia armonica : ma la struttura del gruppo rimane la medesima. » 
21. Non manca che di adattare l equazione della quartica bicuspidale 
alle esigenze volute dalla speciale disposizione acquisita, nel n. 19, dagli 
elementi di riferimento. Allo scopo, riprendiamo |’ equazione della binodale 
| generica del n. 9 ed esigiamo anzitutto il possesso della omologia armonica 
T, del n. precedente il che significa la simmetria in @ e y. Ne segue 


be Ì ‘ i 
Bs NI dedi, mf 


Dopo di che si ha una sola condizione da adempiere perchè i punti doppi 
‘sieno cuspidi ed è 


ai 


\ “SUN 


iirighe queste condizioni, nelle equazioni delle due quaterne di tangenti 
tirate da (100) e (010) calcolate in quel n. 9, si verificherà il distacco da 
entrambe del fattore 2 e basterà dopo esigere che le due terne rimanenti sieno 
identiche con ; 


bè — 4dac—= 0. 


cu “pg ya) 0 


er: Dick. e(e — 2)(Ma — 2a) = 0. 
A DE otterranno così le ulteriori condizioni : 


_ 2(0d _ SIE Ze) : (et — ELL Ar 4ap — 40°): 2(ef — 2bp — 2fe) = 
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le QRAlLO con le precedenti, ser vono E) dare alla equazione della bienspidale | ; 


la forma cercata. N 


CAPITOLO IV. 


- SÌ. ERE 
Po LI, n) Ù 


Mad LA QUARTICA TAC-NODALE. 2 LN 


ìì 


22. È indispensabile premettere alcune considerazioni sopra le reti di c0- . 
niche tutte tangenti a una stessa retta in un medesimo punto. Assumendo To eo] 
sta retta come 2 =0 e (100) come punto di SOIA equazione della Tetao 
sarà del Rua: 


pad + at + a) + #00 H i+) + ST ail 
+e parto + sol) + dp += 0 
dove \ e W sono i parametri della rete. Ebbene, per individuarla, possiamo sce- o 
gliere le tre coniche determinate da quelle coppie di valori ) € i le quali 
soddisfano alle seguenti condizioni ;. 
a VR AES ER Io nteto, si dt, 
DI + bp +8 =0; dA\+tdutd,=0 ; dA + ap 4, oi do 
Tali coniche saranno quindi del tipo : i i 10 SA TERIA "® Sio 
e(my dna) —=0 ; ypyut9)=0 ; ry+kse=0 
e l’equazione della rete potrà scriversi sotto la forma 93 
i ae(my + na) + pyoy + ae) + ra die DA a e 
Si aa allorà che la Jacobiana della rete si compone di :=0. 6 Hone altre | 
due rette : SS Po su ES 
(9) TO : 992 CD Opae = gr e ft. 
; passanti per (100). | cc... 
23. Osserviamo adesso che il fascio : dn o, 184 adtro 
(10) (up + my? + yeng + 82° = 0 ei, 





| appartiene alla rete (per X= 0). Esso è costituito da intinite coppie di rette 

| formanti una involuzione intorno a (100) e di cui i raggi doppi, dovendo ap 
| partenere alla Jacobiana , non possono essere altro che le due rette (9). del 
n. precedente. Questo si può confermare analiticamente notando che i raggi 
doppi in parola si ottengono per quei valori di p. che sono radici dell’ e- 


quazione 
il 


Pes n pg? — dpsp — 4rs=0! 


Indicandoli con pp, si avranno per s i due valori 


"0 sr RO CE AS 
“Ri | | RE) a a 1) 
i Sasilfnendo questi valori di s nella (10) si trovano i raggi doppi -rappresen- 
tati da | 
: 7 
2y(&,P +7) + gua =0 
us (0%, i: i 2y(4,P + r) + que =0. 


Formandone l’equazione complessiva e tenendo presente che 
ct TI ORI (Ars 
ON Sor (gle br 


x 


si cade nella (9) del n. precedente e così la desiderata conferma è ottenuta. 


24..I raggi doppi del n. precedente possono essere utilizzati per sempli- 
ficare ulteriormente la rappresentazione analitica della rete. Nulla vieta di as- 
sumere come equazione complessiva di tali raggi i 


pi 


Pura 


1 di guisa Chi il fascio del n. Prete può rappresentarsi con 
: ri : Fi Y | Pal ci \yz casas 0. PA } i v i (a 


y li ì - 





) Pi gianzendo a una conica ARS az= o in (100), noi seriveremo l’e- 
Sugone della rete nella forma: a 


ty; +2 4-Iye + (ay? | be? | eye 4 den) — 









f Ù 
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Risulta di qui che tutte le coniche della rete dalle quali si stacca 2 si otten- 
gono per 1-+ pa = 0 e sono rappresentate da: 


A- det — +e —dj—0. RA 





> er 

Di; Esiste dunque nella rete un fascio di coniche da ciascuna delle quali si 
va ; stacca z= 0. Le rette rimanenti compongono a loro volta il fascio. (LE, 
i; % 


tà a pe e+za—-b)=0. 

VE toa ] 3 | x 

Bis a cui appartiene y = 0. Segue che il centro del fascio precedente è sulla co- 

: An | niugata armonica di 2 = 0 ‘rispetto alla coppia y — 2° = 0 formata dai raggi. 
: (0 FORTE doppi del n. precedente. Le coordinate di un tal centro sono (a Shi 0, d). È 

dunque lecito assumerlo come (001), il che signiflea. supporre & = d. Con ciò 
l'equazione della rete diviene 


i | po ___bd mi 
Y 42° | ye 14 pa A 


e cambiando i parametri : 


a 


O Rn i 


Allora è ovvio constatare che la inversione 





n, WC. y3 Vaio I ero, 
ce: ) bi Y “d 
fi: nata 
CONE del n. 1(0) trasforma in se stessa ogni conica delle rete. DI 
04 i . 26. Riunendo i risultati delle osservazioni fatte nei precedenti N. :22, 234 


24, sì può dire che: i 
In una rete di coniche tangenti a una stessa retta, in un adexiia punto, 
esiste una, involuzione di coppie di rette intorno al DUESo) i cui raggi doppi in- 
sieme alla tangente comune suddetta formano la Jacobiana della rete. Li altro | 
fascio di coppie di rette, esistente, nella rete è formato dalla tangente comune 
(riguardatà come parte fissa) e da un altra retta variabile intorno a un punto 
i | situato sulla coniugata armonica della tangente comune rispetto alle due rima- 
i nenti rette Jacobiane. L’inversione che ha per centro tal punto'e per conica fon- 
damentale quella costituita dalle due rimanenti rette Jacobiane suddette, iraiora 9 
ma in se stessa ogni conica della rete. 
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26. Applicheremo adesso le osservazioni precedenti alla quartica tac-nodale 
nel modo che ‘segue. 

Ponmendo (100) nel tac- col e assumendo 2 = 0 come tangente tac-nodale 
l'equazione della curva potrà scriversi : me 


a + 2azu +0 —0 


dove w e » sono binarie in y e 2 dei gradi rispettivi 2 e 4. Escludiamo per 
ora il caso in cui u sia nullo identicamente (sarà questo’ un caso da conside- 
rarsi a parte nel n. OT E° equazione complessiva delle tangenti tirate alla 
curva dal tac-nodo è 


wu — v= 0, 


Indicando con abed i quattro fattori lineari in y è 2 in cui si decompone il 
primo membro di questa equazione in guisa che si abbia identicamente 


abcd = — v 
saranno a=0 ,èb 0, e= 054 = 0 , le équazioni delle quattro tangenti 
| tirate dal tac-nodo. I S i 
Si vede allora che le tre serie quadratiche di coniche 


® È Vab 4- 2Mez + u) 4 cd = 0. 
, Xac + 2Maez + u) + bd = 0 
Ì Nad + 2Maxe + u) + be) =0 


, 


inviluppano la quartica perchè si ha identicamente 

7 (024? — abed = a°a° 4 Quae chi Ù 
x 

Ora ciascuna di queste tre serie è contenuta in una rete della specie de- 
scritta nel n. precedente e quindi le tre inversioni spettanti alle tre reti e 
ivi descritte, spetteranno alle tre serie e. | per conseguenza anche alla quartica 
tac-nodale. In relazione alla quale si può aggiungere evidentemente, che i cen. 
i tri d’ inversione saranno i punti diagonali del quadrangolo completo formato 
Qi 4 punti di contatto delle tangenti tirate dal tac-nodo e le tre coniche fon- 


© 


damentali saranno costituite dalle tre coppie di rette componenti il covariante 
| sestico della binaria biquadratica «bed = 0. 


27. È poi notevole il fatto che il prodotto delle tre precedenti inversioni 
equivalga ad una quarta inversione e precisamente a quella che ha il centro 


f 
g BO : 
i 4 . % 
hi » t hi A 
n J ' ) 


hr A St Vi 






f tt ni î ES 4 , 4 x 
Nere, - I. È v sn E Alt 
aa, Re sc pa ALe LAI AI rt Le E i 














x 56. 


nel tac-nodo, Per dimostrare questa affermazione andremo per gradi. È prima 
necessario particolarizzare ulteriormente la posizione degli elementi di riferi- 
mento rispetto alla quartica. Mantenendo (100) nel tae-nodo e 2 = 0 per tan- 
gente tac-nodale assumiamo come (001) uno dei tre centri d’ inversione la cui 
esistenza è già stabilita dal n. precedente. La relativa conica d’ inversione è 
composta da una coppia di rette passanti per (100): ‘d’ altra parte si noti che 
la tangente tae-nodale deve rimanere invariata per opera di tale îmversione: 
dunque disponendo opportunamente anche del punto unità sarà lecito rappre- 
sentare tale conica con ‘ 


fo— e =0 


e quindi V’inversione in parola sarà quella del n. 1(d) cioè 


n gg 85) 


% Yy Li, 


e l'equazione della quartica assumerà la forma (4) del n. 5, che noi seriveremo 
ora più opportunamente così: 


de + QazSm(y + e?) + 2ny3 + 
I | È + p(y' + 25) + 4gy2(y* + 2°) + 6ry?e? = 0 : 


e si può intanto concludere che tale equazione rappresenta effettivamente la 
tac-nodale generica. a 


28. La posizione di a —= 0 non'è ancora completamente fissata essendo 
per ora sottoposta alla sola condizione di passare per. il centro d’ inversione 
M =(001). Ebbene esigiamone il passaggio per il centro N di un ‘altra delle. 
tre inversioni trovate nel n. 27. Indichiamo poi con Ai Bb; 03 D le interse- 
zioni della retta MN con la qurtica, con hh', kk' le due coppie di rette com- 
ponenti le coniche fondamentali inerenti ai ‘centri M, N, con Ml la coppia ar- 
monica a hh', kk', in guisa che hW/, kk', W, costituiseano il covariante sestico 
di abed = 0, (N. 26). Sieno infine HH”, KK', LL’ le tre coppie d’ intersezione 
delle hh, kXk', 0’ con la retta MN (cioè con a*= 0). Allora se AB, CD e AC, 
BD sono le coppie di punti corrispondenti, nelle due inversioni in discorso d; 
centri M ed N, segue che sono armonici i gruppi : 


ABHH' , CDHH' ; ACKK'’, BDKK' 
il che signitica che HH‘, KK' sono due coppie del covariante sestico di ABCOD. 
Dunque, necessariamente la 3* coppia è LL’. In conclusione, per la disposi- 
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er Ple IX RA CIT I 


Ù x 


zioni data agli elementi di riferimento , deve accadere che le due biquadra - È 


f tiche AS | i CEN 


PIAN 'fitee o(26-=== LINA u= 0,0 S 

ui rappresentanti rispettivamente le 4 tangenti tirate dal tac-nodo e le 4 proiet- 

tanti da (1 00) i punti d’incontro si MN con la TRAIL, debbono avere il me- 
desimo covariante sestico. 


29. Per calcolare questo covariante si osservi che una coppia è già cono- 

sciuta: è y° — 2° —0 (n. 27). A sj 

( Quanto alle altre è da notare che le due biquadratiche in discorso indi- 
| viduano il fascio 


u += 0 


di binarie biquadratiche aventi tutte in comune il covariante in parola. E 
siccome «° è un quadrato perfetto così segue che una seconda coppia sarà: « = 0, 


ossia È ; 
d | mg? + 29) + 2ny: = 0 


dopo di cha la, ierza coppia, dovendo: essere armonica a entrambe le due cop: i 
pie già conosciute, sarà necessariamente : i TR gt I 


n(y° + 2°) + 2mnye = 0. 
Dunque il covariante sestico cercato è : 
my? 4-29) + 2ny4 jn(y° + 29) +- up eci gia Lg TEN i 


Ora il calcolo diretto del covariante. sestico di v = 0 conduce alla seguente SI 
forma: o d8I 


sani 


La [o® — 3pr+ 20°) lay + #4 6°) + erp Pe ia]=o 


pu 
a 


LE) a Bisconde fra i coefficienti p, q, r non si suppone. alcuna relazione, così sarà 
Rod cha, 


| «generale :. i Ì ) 


tn 


p° — 3pr 429° +0 
e quindi la condizione espressa alla fine del n. precedente si ottiene esigendo 
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«dive 0 rispetto alla coppia fondamentale e quindi : 


che le due binarie È CSA Vai 


m(y° + 2°) + 2ny2} Sly + 2°) 4 2mya 0 
yi +24 692) + (p+3ryeg® +29) = 0 
rappresentino lo stesso gruppo di quattro punti. de 
Si perviene così alla condizione CIMA riticca 
(UST 2a(m° + n°) = (p + 3r)mm i 
fot 
adempiuta la quale, si può ritenere che l’equazione 
vete 
(12) wa 4 2aSm(y° + 2°) 4 2nyej + 
+ p(y' + 24) + 4quz(y” +.#°) pae =0 


rappresenti la quartica tac-nodale con gli elementi di riferimento PRE posi- 
zione voluta. 
ì ANI. i = 
30. Siamo ora in grado di rappresentare analiticamente le. tre inversioni ; 
spettanti alla curva e la cui esistenza è già stata dimostrata al n. 26. 


è 


Abbiamo già constatato l'appartenenza alla curva (n.27) della 0. 
; ; È ‘ 

qa ya. Y è 
L=: CON St 


col centro (001) e con la conica fondamentale y — è? = 0. Le due. Monti 
hanno per conica fondameritale le altre due coppie del covariante sestico del 


. 


n. precedente, cioè: < reg n: 


al 


ny° + 2°) + 2nye=0 DL e - 


(AMANOSO, I ; fs pae 
Il centro N della prima deve esistere sopra a=0, e sulla coniugata armonica 
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Quanto al centro della seconda, avendo presente che deve esistere sulla ERO 
"armonica di 2 — 0 rispetto alla coppia fondamentale ed gsigendo poi la inva- “CSO 
- rianza della quartica, si trovano le sue coordinate nella forma: 
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Ù ) sm — n°), n, — mi. 3 è | 
Così le due rimanenti inversioni si potranno rappresentare con 
» SARE DE xe(m° — n°) del tuoi a 
SOR 4 GI L= Minto agi 
x | Y 3 
ai j o (m°— n da y +4 2°) |- 4nyz È x2] tw. {3 | 
dove i bg O n 
ci t=myH+4 nz ; wa nYy + mez. " 
vi 31. Si può desiderare una conferma diretta della spettanza di I, e I, alla 
| nostra quartica (quanto a I, la conferma è ovvia). Essa può essere guidata. 
così: cominciando da I, si osservi che, attuandola. sulla equazione della curva 
nella forma (12) del n. 29, si trova, a meno del fattore wi, 
x°2°(m? — n°) ME dwz(m? — n°) mt? + re?) — 2ntwj 
Pale ta) — 4gtw(t* 4 w°) + 6rt*?w® — 
= in = na? + 2az6m(y° + 2°) + 2nyz] + 
5 È 
+ (y' = 2 p mi + ni) — sariva(ga + n°) ui 6rm?n?| + a 
| 3 2 2 lag 4 PRT.I90) È 
LA E o] 2 
» + 64°2°|2pm?n? — 4gmn(m? 4 n°) + r(m' 4-m! + 4mn?)]. p 
3 : ta d. 
.... La conferma desiderata è duigao realizzata se valgono le seguenti re- i d 
i la zioni : : x; st 
-  p(m' | nÎ) — 4gmn(m° | n°) + 6rm?n° = p(m? — nè) i N Lig 
: mn(m' + n°p + 37) — 9(m' + ni 4 6m?n°) = q(m° — n°) URI 
i ee } i i i fe 7 DE S 
- 2pmîn® — 4qmn(m? 4 n°) | r(m' 4 n4) 4- 4m*n°) = r(m? — n°) MST TA, 


NI 
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che si trasformano tutte facilmente nella seguente 
SI n°) t na) | di 
- che. è la (11) del n. 29 la quale è vera per ipotesi. È SCIE i 
Passando poi a 1, e attuandola sopra l'equazione della quartica si trovà, | 
a meno del fattore #', 


“ 


N (m8 prc n°)S2m(y° Hi 2°) 4° Anyjz + sand t n % 


+ 2(m° — n°)}2m(y + 2) 2 ES az FAMI Mii 1) Pant + SEUI A 
+ p(e' 4+- d0%) — Agtio(t? + 20?) +- 6rt°w® = db: EE n 


= (n° — wi) lat + 2az}mto 1 2)4- 2aya] + 
yi +29 (pn! + n°) — dgmn tm + n8) + Grtn] + 
2 <del +29) inn? Lap 4-30) — gli + at + Gn PI 
I + Gy'e'2pmin? — aguntaò + n nÒ + rm 4 din 


dopo di che la verifica ‘rientra in quella precedente. 


Li 


32. Dalle rappresentazioni analitiche di o I ‘E del n. 30 risulta: 


ez(m° — n°) — tw Lt 
LAT l ; 
x Y z SEIT 
ecquindise sismi I j SRI SII, Das È 
2mty i+?) F Ange + az ga TA > 
RR — Sn w 


x i Y 2 II - 
che è una nuova inversione (spettante naturalmente alla quartica) ci centro 
nel tac-nodo (100) e avente per conica TON dRIeHkaoo N ga 

my + 2) + 2nyz tor È | ! i 4 GRETA 
x È DE t f î Ds 
L’ affermazione fatta al principio del n. 97 è è dunque dite La 0° 
nica precedente può ritenersi caratterizzata daì passaggio iper tac-nodo (toe- 
tando ivi la tangente tac-nodale) e per i, quattro punti di contatto delle tan 
genti condotte dal tac-nodo medesimo, QUesta nuova inversione aa del 








tipo (e) del n. 1 e quindi si “i dire che le due. forme (4), (5) trovate nei 
n. 5 e 6, per l'equazione della tac-nodale, rappresentano — stessa curva che 
è la: tac-nodale generica. 


33, Indicando con I, l ultima inversione trovata nel n, precedente, ri- 
sulta': i : | 
III=1, ; (ci Ti; : I? car I} SA —-identità 
Ne segue: | de i , 
li =LhLS L= 111, SMESTTI: 


Cioè ciascuna delle quattro inversioni in parola può riguardarsi come il pro- 


\ 


dotto delle tre. rimanenti. Inoltre dalle precedenti relazioni risulta anche : 


LI =I{,=LL=1J È 
e analogamente (o direttamente) si verifica pure : 


ISEE 


LE 14 454 


e infine: 


FIOSTIETIASTE 


173 
; è i 
e si conclude che il gruppo generato dalle attuali inversioni è isomorto oloe- 
drico (ma proiettivamente diverso) col G, del n. 14 spettante alla binodale 
generica, LARIO. 
34. I risultati acquisiti fin St in questo Capitolo, possono riassumersi nel 
seguente enunciato : Vitta 
« La quartica tac- nodale RIS quattro inversioni. Tre di esse hanno per 
centri i punti diagonali del quadrangolo formato dai quattro punti di contatto 


delle quattro tangenti tirate dal tac-nodo alla curva. Le coniche fondamentali re- 


lative sono costituite dalle tre coppie di rette che compongono il covariante sestico 
della quaterna di tangenti suddette. La quarta inversione è il prodotto delle prime 


 tré, ha il centro nel tac-nodo : la relativa conica fondamentale passa per questo 
punto medesimo, tocca ivi la tangente tac-nodale e taglia ulteriormente la quartica 
neì quattro punti di contatto delle nominate tangenti condotte dal tac-nodo.» 

« Queste quattro inversioni sono a due a due permutabili, il prodotto di due 
qualunque equivale al prodotto delle due mai come il prodotto di tre qual- 
siasi equivale alla quarta. » 

















I 


#9 ice da 


73000 «In conclusione il gruppo che esse generano, dell’ ottavo ordine, è isomorfo 
n° oloedrico (benchè proiettivamente distinto) a quello relativo alla binodale del 
È n. 15.» vu | 
i I casi di quartiche tac-nodali incontrati mediante le equazioni (4) e (5) 
VR Tal dei n. 5 e 6 non sono istinti : spettano a una medesima curva: alla tac-no-, 
a dale generica. 7 PRA, 


x 35. Passeremo infine a considerare qualche caso speciale di quartiche tac- 

nodali. Vediamo, ad esempio, che cosa accade quando Ia carva viene a posse- 

dere un ulteriore punto doppio (oltre il tac-nodo). È 
Riprendiamo perciò 1’ equazione della tac-nodale nella ‘forma del n. 27: 


2_ oe 


282? + 2xe'm(y° + 2) + 2myt + pl + 29) + day: + 2) + Gr = 0 


dove (100) è il tac-nodo con 2z = 0 tangente tac-nodale. 
Una delle tre inversioni possedute dalla curva e aventi il centro esterno 
alla curva medesima è 


is er la 4 
col centro in (001) ey —2=0 per conica fondamentale. 


Introduciamo adesso l’ipotesi di un altro punto doppio: esso dovrà essere 
unito ‘per l’inversione precedente altrimenti la curva si spezza e quindi dovrà | 


<= 
DO) 
tt eni 


SI 


TA 


esistere sulla conica precedente. Assumendo per 2 = 0 la congiungente di (001). 

con questo punto doppio, potremo scriverne le coordinate nella forma (011). La 
FEE nostra equazione sarà quindi adattata a queste nuove esigenze di riferimento. 
RIA i se saranno soddisfatte le-.condizioni | Mn” 


RT a PMO 
RI N 
po 


i 4 n=0 


* p+ 49-43 =0 


le quali esprimono che le coordinate del nuovo punto doppio, annullano le tré 
derivate parziali rispetto a x, y, z. Dopo di che l’equazione può seriversi: 


x 


2 4 (y— 2)°}2maz + ply + 2) + day — 0 sr - 


e quindi si vede che dal tac-nodo si possono tirare le sole due tangenti 








(proprie) 


A (4 + Em? — p) — 2yz(m° 4- p + 29) 230 1 ” 


le quali vengono permutate l una nell’ altra. dalla sopra indicata inversione 
“che, nel caso attuale, è quindi | unica che permane delle tre (con i centri 
esterni alla curva) esistenti nel caso generico (n. 34). 


A 


36. Quanto infine alla inversione avente il centro nel tac-nodo, le formole. 
del n.:28 e seguenti non valgono adesso perchè la disposizione allora adot- 
tata degli elementi di riferimento è adesso inattuabile. Però imitando il pro- da 
ai cedimento dei n. 11 e 12 si trova facilmente che tale inversione di CERRO (100) 
ha per conica fondamentale 


2% 


my zf+az=0, dr: 


e può rappresentarsi con 


my — 2) +az | yz 2 1 
È n N. Y CA II i i | 
Ponendo poi 200 I - 
I \ x Yz Y si 
I=}.. ; 
: 3 Î L : y & " 
si vede subito che 
O retta. cy —w 
: 2% Y 2 x 


e riflettendo che: i RI AMS LETALI 
A \ SES a fi 


È: | EJ = Li h= identità , 






| segue che I,J,IJ,1, compongono cina gruppo quadrinomio, Si RS 
quindi : 

« Se al tac-nodo si viene ad aggiungere un punto doppio, le tre inversioni 

che hanno il centro esterno alla curva (n. 34) si riducono ad una sola la cut 


2 








x 64 PE STT at 
conica fondamentale è costituita dalle due tangenti tirate dal tac-nodo: il centro 
relativo è sulla corda di contatto di tali tangenti. Permane poi V inversione che 
ha il centro nel tac-nodo (N. 34). » > 3 pi 

« Queste due inversioni sono permutabili. Esse insieme, al loro prodotto e | 
all’ identità compongono un gruppo quadrinomio. » x 

Alle due precedenti inversioni spettanti alla curva viene naturalmente ad 
| aggiungersi una terza: quella che ha il centro nel punto doppio aggiunto , e 
È i per conica fondamentale la relativa conica di B CLI i secondo le conside. 
.razioni del n. 2: (4). \ 


n° 
tiara 





37. Un altro caso particolare notevole accade allorchè nella equazione della 
tac-nodale del n. 26: i 


0° 4- 2azu + 00. i 


x 


la forma « è nulla identicamente e l'equazione si riduce a 
dîg* -- vZ (0 


Allora le quattro tangenti condotte dal tac-nodo sono rappresentate da v== 0 
ed hanno i loro purìti di contatto sopra RR = 0. Cadono dunque le formole del 

- 30. essendo m==n = 0 e bisogna ricorrere a un altro triangolo fondamen- 
tale per rappresentare le tre inversioni ‘che hanno i centri esterni alla curva. 
È però notevole che il loro prodotto equivalga alla omologia armonica: 










manifestamente, spettante alla curva. Per dimostrarlo e, insieme, per rappre- 





(14) Nel caso speciale del « Cappa proiettivo » [Ret al i , «Sopra una. corrispondenza (m , n)» ; g 
(Istit. Lomb. s. II. Vol. XXXII)], il punto doppio ulteriore è un nodo inflessionale, para 
L’ equazione della curva può scriversi sotto la forma 


are? = (0° + yy}; 


(cf. ad es. Loria, «Specielle algebraischen una transzendenten ebene kurvenv; pag. 196. (Teub-- 

ner, Lipsia, 1910). Ma in questo caso particolare le tre inversioni degenerano nelle tre omolo- 

‘gie armoniche che hanno per centri e assi i vertici e i lati opposti del triangolo mediante il 
quale l'equazione della curva assume la forma precedente. i SORA ti 








\ 


sentare nel modo più Hortino le inversioni in GC assumiamo % sotto la 
forma canonica serivendo : 


voy +24 6py2 


se non che non è più lecito assumere z = 0 come tangente tac-nodale (a meno 
di una ulteriore specializzazione che vogliamo evitare). Seriveremo dunque l’e 
quazione della quartica nella forma: i 


aay + det +y +2! + pg = 0 


dove la tangente tac-nodale è adesso ay | bz = 0. 
a i Si trova allora che le tre inversioni che hanno i centri esterni alla curva 


_ sono le seguenti: 


—olay 4 de) y(aytbe) «ay ta 


Il 


Ù4 col centro în (0, db, a) e con la h uasicatae 
qe=0; 
MT va 
Ù ; Yy Z 


col centro in (0, a, — d) e con la conica fondamentale 


Y — 22 — 0; 
x(ay4-b)  20y—az) y(az — by) 
E If z 


n 


37 FR 







d 3; yz =0. 


e AT ». $ . . fi . N 
_ I centri sono dunque allineati sopra x = 0 ed è facile riconoscere che : 


7, 


43) Lhb ea » 


LVII, 








ft | SRP ARE 


ha Indicando con I, questa omologia si riconosce facilmente che: SRI 


| | |—alay+ ba) aby—a) ga tby))_ 
Trees INVII e: Ci, in i ASIA è 


12 2A 3°4 408 ; > Ea ; 
x y; — Cee 


— x(ay + de) zbyk- az)  yby4az)) è. | 
Re RESA RE ASL 
® Y ) z 


de 


x(ay + ba) y—ay+b) zag —b9)) 
Eire i E YA cw 
i DATA Y RISSA 







e risulta anche come il prodotto di tre one delle I,I,I,I, equivalga alla , 
id rimanente. x 


L . 


Si conclude dunque : i be 
«Il caso attuale si può far discendere dalla tac-nodale generica del N. 34, 
supponendo che i centri d’ inversione, esterni alla curva, sieno allineati e che la 
;  . rimanente inversione (che ha il centro nel tac-nodo) degeneri nella omologia ar- 
monica col centro nello stesso punto e con Vasse sulla retta d’ allineamento sud- 
Pop detta. (Questa omologia prende il posto della nominata rimanente inversione anche 
nel gruppo G, il quale però mantiene l’isomorfismo oloedrico primitivo. » 


32 Lo A ft, 


CAPITOLO 'V. 


LA QUARTICA TRINODALE 


Dia 


38. Scegliendo per DUI forniamentali i punti doppi e disponendo ope ; 
portunamente del punto unità noi seriveremo 1 equazione della curva sotto 
la forma : i 3 i : sesta 


q= eye Vea + aly + 2ayela +44) =0 ON " 


» 


Per ogni coppia di punti doppi esistono due serie quadratiche di coniche — 


x 
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È ® 
, 


inviluppanti. Ad es. per (100), (010) passano tutte le coniche delle due serie 


X°eay + 2Aez(ba + ay) — je°ay + 2(1 + abb + 24 yi = 


infatti l'equazione della quartica può seriversi : 


fez(bo + ay){? + cegfetay + 2(1 4 ab)e® + 2z(w SURANO 


Dunque È 8) ‘esisteranrio, corrispondentemente, due inversioni spettanti alla 
quartica le cui coniche fondamentali saranno Jacobiane ' delle reti contenenti 
le serie alla maniera del n. 10, I relativi contri d’inversione si potrebbero de- 
«terminare riguardandoli come poli di 2 = 0 rispetto alle couiche Jacobiane sud- 
dette (n. 8), ma, nel caso attuale, giova meglio osservare che per A= + 1 (in 
entrambe le serie precedenti) si ottengono due coniche degeneri di ciascuna 
delle quali fa parte a = 0: dunque. le due rimanenti rette, in ogni serie, saranno 
due bitangenti secantesi nel centro cercato (n. 10). Si trovano così le equa. 
zioni delle 4 bitangenti di Q nella seguente forma ("): 


“ t=fade—1+yca—1)+elab—1)=0}; 
,== } albe — 1) — y(ca + 1) — e(ab + 1)=04; 
=}_ olo + 1) + y(ca — 1) —elab+1=04; 
=f_ albe-+ 1) — g(ca +1) +eab—1)=0f, p 


e si vede che i centri delle due inversioni in parola sono i punti t,t,, 
le coniche fondamentali rispettivamente : 


/ 


b(ab — 1)ex — (b — a)ay + a(l — ad)zy = 


tt, e 


b(ab + 1)ex — (b LCESEA + aL + ab)ey = 0. 


Queste possono anche ritenersi caratterizzate mediante le coppie di tan- 
genti che si possono condurre alla curva dai due punti doppi (100), (010), se- 


f 


; (45) De Vries , «La quar tique trinodale», pag. 31. (Archives Teyler, Série II, T. VII, 
Première partie). Con i simboli attuali la conica ‘che passa per gli otto punti di contatto delle 
4 bitangenti ARS \ 


ci 
> RR 
‘ > 


C = [e2(1 — b?e°) + y°(1 — ca?) + 22(1 — a?02) + 22y + 2y2 + 2a = 0} 


ed è facile riconoscere che si ha identicamente: 


(I 


C? — ty ty" ta ty = da be2Q. 


i] 
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condo le considerazioni del n. 11. Considerando il quadrilatero completo for- 
mato con tali coppie si vede che due vertici opposti sono in (100),(010): eb- 
bene le due coniche in parola possouo ritenersi individuate dal passaggio dis 
entrambe per i tre punti doppi della quartica, e di ciascuna per una delle 
rimanenti coppie di vertici opposti del nominato quadrilatero. 


39. — Ripetendo le considerazioni del n. precedente, per le residue coppie . 
dei punti doppi della curva, si verranno a individuare in tutto sei inversioni " 
spettanti alla curva medesima con i centri nei vertici del. quadrilatero #,t,t,t, 
formato con le bitangenti. Per rappresentare analiticamente queste inversioni . 
e renderne più facilmente maneggiabili le formole relative, faremo le seguenti — 


35 


posizioni : 


Li 


\c-b= m, 5 b1 — be) = n, : che — 1) =, ; 
a 0 =M. 3 c(1 — ca)= p, ; alca—1)=%m, ; 
b-a=D, 5 al—-ab)=m, — bab — 1)=n, ; 


betb1)=p', ; 


| 
3 
+. 
S 

I 

| 
= 
a 


we 


b1 + be) = n’, 


—a+9g=w ; t+tea=p, ;  aca4+1)=m; 


bla) p ; " + ab) = U ; bab +1) = no ; È; \ ì 
Ali CN, ZU ;5 èMa Pa 2045 i 
N, — YPo= Up ; IM, yMm = 
Up, — em = ; YP: = em =%; pe 
Ma DM a = Wa | ,3 «iam ap =; I 

n e: 

N N SU ; È cp 3a sg yn',= 0%; 
op, —em.,=u, È yp,— en, =0,. bo i. do 


. î $ PALI x 








Allora le sei inversioni in discorso possono rappresentarsi come segue i 


” AI » | Di 
* spetti T I° Unda ; NU gg PadaY 
n RI RE I Y. IR 


Il centro è il punto t,t, = (M,9,D,) e la conica fondamentale è 


i ia PaXY — MY la nea 0. 
Vo N | me " y v 3 
pai i, 3 I Aa w0", è sea Pa ng i =; D'al'a 
4 si Buio ti: MA el v . Y è 2 


Hi TA 


il 


i Il centro è t,t,=(m',,p',) e la conica fondamentale è 

k° f : x ; 

3 si " n È ®i A i 
PaYy My + n'a = 0. 





Sa 
: i ELIA UU Py ù tia 
VA AL BE = È È ; 
Vi, YI 2 
«Gi Il centro è t,t,= (2,7% Do) e la conica fondamentale è 
ì è myye — max + pey = 0 
a 
7 mv A, piau, 
da AA Ig 2A 
| Il centro è t,t,= (m’,w/,p',) e la conica fondamentale è 
14 \ V; ; 6: 
m'ye — n'e H- p'aey= 0. 
| ; 
a LIO MPT RIERAE SCI DITE po è 
; Lasa RIO RATA < 
É gt 4 ' xq » Y È Ù & 
7% f 


È sf Il centro è t,t,= (mn. p.) € la conica fondamentale è 








ne — PaY + moye = 0. 
i hi i ; - 
LX MY Md a uv, 
ò; a fe é ) | 
to: ti Xx y i & 


“I centro è tt=(m' n Dè) e la conica fondamentale è 


# ; 


nre P'IYKFmgye=0. Dr, 
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co SER, Per la maggiore chiarezza di queste formole si tenga presente che i tre. 
, LI 

gruppi contenuti nelle parentesi grandi si deducono successivamente 1 uno 
dall'altro con le permutazioni circolari: 3 


x 


A (abe).- , (mnp) , (uy2) 





n | Invece i due gruppi contenuti in una medesima parentesi grande si ot- 
tengono l'uno dall’altro con le trasposizioni : 


(mm), (nn), (pp); (ud); (00). 


Pi - 
N 


Le tre parentesi grandi sono inerenti alle tn diagonali del quadrilatero 

completo formato con le quattro bitangenti t,t,t,t,. th 

Effettuando sopra la qnartica Q le inversioni ora rappresentate, si ve- 

drebbe facilmente che la equazione di Q si riproduce moltiplicata per certi 

o fattori esterni che debbono quindi esser supposti diversi da zero. Si. vengono” 

Ù così a escludere (oltre i valori nulli di abc) anche alcuni di quelli per i quali 


si abbia: 


rt, alb = bo = ca 1. 


È 40.— A questo punto si presenterebbe naturalmente il problema di caratte- 
a rizzare il gruppo generato dalle sei precedenti inversioni. Ma il risolvere la 
mm: questione non pare tanto semplice quanto il proporla (come già abbiamo di- 
Y chiarato nella introduzione). Non si può nemmeno affermare che il gruppo 4 
ie generato sia discreto (o continuo). i 
RE Quel che si può dire soltanto è che formano coppie di inversioni permu- 
; È tabili le seguenti | i 3 
È i P (edo) In) 
Ù ; yi. pEoti 
È di guisa che nascono i seguenti tre gruppi quadrinomi : " 
bic 1 PEER ai PESA EAT IT a 
"Ri I, 3 lu 11,3 Igp peidentità; 

nia; I); I cda Tato MOGntiba 


; “REA 


i quali saranno a loro volta sottogruppi dell’intiero gruppo generato. 
Con le sei nominate inversioni non si possono formare altre coppie per- 
mutabili il che naturalmente eontribuisce a fare elevare | ordine. del. gruppo 








venerato nella ipotesi non affatto provata (e nemmeno forse probabile !) che 
* tale ordine sia finito e quindi il gruppo sia discreto. 


‘41, — Alle sei inversioni. precedenti spettanti alla trinodale generica, si 
‘aggiungono poi quelle tre che hanno i centri nei tre punti doppi e per  co- 
niche fondamentali le rispettive coniche di Bertini ('°). Seguendo il metodo 
dei N. 11, 12 e ponendo per brevità : | 


2x(b° + e? — 2) d#y + da) 


2y(c° 4- a® — 2) + dae + cla) =, 


i | eri Zalatta oi eV + ay) SEU 


tali tre inversioni possono rappresentarsi come segue : 


ni 


— a(c*2y + b°x2 + 2y2) uy u,? 
J,=) i 
RT a @® SS y 2% 
Use °° — Day + e°y2 4 220) ug Î 
bJ = i 

| ur > U,Y x — bye + a2za + 2ay) 

Jesi ì 

x Y 2 ‘ 


I centri sono rispettivamente in (100) , (010) , (001) e le coniche fonda- 
mentali sono ordinatamente : 


c° (6° di e — 2) + a(e*xy + baz + ye) = 0 


SENI o P(EL+a—-2)4 b(ayz + eye + 20) = 0 
A DE 2a + 0 — 2) + 020 + ay + ay) = 0. 
è Le J,,5J,;J; non sono a due a due permutabili. 


42. — I risultati conseguiti in questo capitolo possono riassumersi così : 





(59) De Vries: cfr. l’ultima Memoria citata. | 


N 
Ù 


7 
È: 





n 


- 





CA 


a PAGS 


PO TI 


sie 


DEIR n at 
TE Ve e ET 


ALI 
red 


Fo. n 


IE 


dA A 
v% 
LE 
$ 

+ 


& 





; 








X 72 X 


«La quartica trinodale possiede nove inversioni. Sei di esse'hanno è centri 
nei vertici del quadrilatero completo formato dalle quattro bitangenti della curva. 
Le relative coniche fondamentali passano tutte per i tre nodi, e ciascuna per una 
delle rimanenti coppie di vertici opposti dei tre quadrilateri formati associando 
le due tangenti tirate da un nodo con le altre due tirate da un altro nodo nelle 
Ire maniere possibili. » | 

«Le rimanenti tre inversioni spettanti ala quartica hanno i centri mei tre 
nodi e per coniche fondamentali le rispettive coniche di Bertini. » 

Nella citata Nota di Richards (pag. 240, cor. 7) vengono attribuite 
alla trinodale , oltre le precedenti, altre sei inversioni che però non le | spet: 
tano. Infatti ciascuna di esse avrebbe per conica fondamentale una coppia di 
lati del triangolo nodale: quanto al centro d’inversione relativo (di cui il 
Richards non parla) si può dire che dovrebbe essere esterno alla curva 
altrimenti, se le appartenesse, sarebbe doppio e la curva, possedendo quattro 
punti doppi, si spezzerebbe. Ebbene , se la quartica deve possedere una in- 
versione, a conica fondamentale degenere, col centro esterno ‘alla curva, val- 


gono le considerazioni del n. 5 che conducono alla tae-nodale e non alla. tri- 
nodale. 


43. — Chiuderemo il capitolo con 1° esame di qualche caso speciale. Sup- 
poniamo che uno dei tre punti doppi della quartica Q (ad es. (001)) sia una 
cuspide. 

Scrivendo la Q del n. 38 nella forma: 


(ay? + 2y2 + b°a°) + 2exy(e + y) + ca — 


si vede che si è condotti alla condizione 


ab L. 


Prendendo ab —="1, si vede che le quattro bitangenti della trinodale ge- 
nerica (n. 38) si riducono a due e precisamente a t, @ t,: le rimanenti t, t, 
divengono le due tangenti tirate dalla cuspide. 

Delle sei inversioni i cui centri sono esterni alla curva, si perde la I,j a 
causa di m, — = 0, le altre 5 permangono ed hanno i centri in quei cinque. 
vertici del quadrilatero formato dalle due bitangenti e dalle due tangenti 
condotte dalla cuspide che sono esterni alla curva. Rimangono poi. natural- 
mente le tre inversioni che hanno i centri nei tre punti doppi. In tutto dun- 
que la curva possiede 8 inversioni. 


44, — Più interessante è il caso in cui due dei punti doppi sono cuspidi 
e il terzo è un nodo, onde la curva potrebbe chiamarsi la «lumaca proietti 





s/ 





TREO SaS n wr: k 


sa» (‘). Riprendendo Pequazione della trinodale generica (n. 38) si vede che 
(100), (010) saranno due cuspidi quando 











SIRLIE bosa’ 1 à 
À BEE % è 
N ‘ni tz Poe o d DI 1 
da cui | ) Pali O 
N d° + 
PI a a La si 
dopo di che l'equazione può scriversi : To i 
LASRO RI 2 o y sv 9 ! | / ; 
di 2a + 9) +7 + ve + 449 
13* 9 ) 7 3 
Così le tangenti: cuspidali sono : be 
‘ ; 
“ 9 #4 i 7, E 
sl @zkby=0 ; dea z0 n ta 
e le tangenti nodali : | is DAN È 
Ve Futa ; à ù \ A 
, à ; : 5 - n ka à . x o i ) 
Lu ad + 4°) + 2ay = 0. i 
. | i n . » x $ i È 
Se dunque si vuole che il terzo punto doppio (001) sia un nodo (e non 
una cuspide anch’esso) bisogna escludere per a? i valori + 1. 
Dopo di che si vede che le quattro bitangenti t, #, #, #, della trinodale, ge- \ 
nerica, si riducono alle seguenti (n. 38) per be — ca—=1 
t. =} =0$ congiungente le due cuspidi 
de =} 2 + z(al sti; Ir=.0° taugente tirata dalla cuspide (100) 
7 7 
. ì . 
ti=32%0 + z(a8 +1) «Us tangente tirata dalla cuspide (010) 
Mese -:2(0--y) |-A1--&)} 0: unica bitangente propria. , 
U. RR SASA ' ì - È È ” ced 


Le formule inerenti a questo caso non possono farsi discendere specializ- 


zando quelle del n. 19 inerenti alla quartica bicuspidale, perchè la disposi-  * D 
zione ivi adottata degli elementi di riferimento esclude la presenza di un ulte- SR 





riore punto doppio della curva. 


o 





(17) Giacchè ‘se le due cuspidi sono nei punti ciclici la curva ‘è la «Lumaca di Pascal » 
ef. ad es. Loria (loc, iQ pag. 177) e Salmon id. pag. 355. È 

VOL, LVII. cy i , i 610 
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45, Continnando invece a servirsi delle formule inerenti alla trinodale | 
(n. 39) si vede che si ha Va. vait 3008) co LR TI 
1 ED SEPA: Miani pe) ar 1 3 hi; pd 


fe 
i 


Dunque si perdono le 7,,,I,, La I, si riduce alla omologìa armonica : 
he 5 hi ° pa a 4 ta e. 
Sui x 
n; ==) ds 
ABIN Y 


{ 4 } A Ù $ 
” . } L 
, ' e, 


i 


wo @ 
w 
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che ha per asse.x.= y e per. centro (1, — 1,0). Le He Cat 
centri nei vertici del trilatero itoto al ER : 
In conclusione: « L a Lumaca protettiva possiede sei inversioni: tre sono 


239 la s1, hanno i 


è 
; quelle della trinodale generica che hanno i centri nei tre punti doppi: le. altre 
i tre hanno i centri nei vertici del trilatero formato dalla hitangente e dalle tan- 
genti tirate dalle cuspidi. Nel passaggio dalla trinodale alla curva attuale, sì 
pèrdono dunque due inversioni è la terza’ degenera nella omologia armonica. che 
de ha per centro il puhto d'incontro dellu bitangente con la retta che: congiunge le " 


cuspidi e per asse la retta 28 passa per il nodo e per il punto d'incontro delle 
tangenti cuspidali ». ira 


Se poi anche il terzo punto doppio è una cuspide la quartica è. tri- 
cuspidale (ipocicloide proiettiva). L'equazione può seriversi. sotto pra forma (3): 


pae + 2a — 2ayz(e +y He) = 0 Lira. è 
i ; . P È x ri nd i | ; LE ti p fa) e î 
che proviene dalla trinodale generica Q del N. 59 per i "5 SPA IOI sn 
VEDE eis / 


: 


Le tre cuspidi sono nei vertici del triangolo fondamentale. sha tre tan 
genti cuspidali convergono nel punto rinità. La bitangente è la retta na 
Facendo ab = be = ca = — 1 nelle formule. del N. 39 si vede che si 


3 \ . è . La È . 
perdono le inversioni 1,3 Io, dg e le rimanenti UFE Lj 381 riducono rispet 
tivamente alle omologie armoniche ii i 





VICARI Y Ì Na Y È) yo x 

‘ ) b) K: 

RE NSE (me yi EVI mi y ù 

fi; vi a n 
i cui assi sono ordinatamente: GU UERATS «ELIA AM SI 


yi ae e 


* 


3 ET i i «DEI LORATI 


da) Ad es. Salmon ; loc. cit. pag. 363. agi da notare un errore di stampa. L'egua:. 
zione deve essere 7 ag tiara t_09 e non 2 + yY iat=o. 1 FRSO ne fi ASA ANI 


le 








e PORSI, 


e ve 








; € permuta in tutti i modi possibili i lati del quadrilatero sopra indicato (°°) 


SIE 


sia RES I SE 


convergenti in (1, 1, 1) è di cui i centri sono : 


» 


siii, — 1) ’ (1, di) 9 O Pier 1 0) 


‘situati sopra tby. 70. Permangono le tre inversioni J,J,J, soltanto. 
Dunque : 33 


« La quartica tricuspidale possiede solamente le tre inversioni che hanno i- centri 
nelle cuspidi e per coniche fondamentali le relative coniche di Bertini. Delle sei 
rimanenti inversioni, spettanti alla trinodale generica, tre si perdono, le altre tre 
degenerano nelle tre omologie armoniche i cut centri sono nei punti d’ incontro 
della bitangente con i lati del triangolo formato dalle tre cuspidi e di cui gli assi 


sono le tangenti cuspidali ». 


Si può aggiungere, ovviamente, che queste tre omologie generano il gruppo 


‘di collineazioni di 6% ordine rappresentato dal gruppo totale di sostituzioni 


sopra xy. Le due rimanenti collineazioni del gruppo (a prescindere dall’iden- 
tità) sono periodo tre (ciascuna è il quadrato dell’ altra) e hanno per punti 
uniti quello dove convergono le tre tangenti cuspidali e i punti di contatto 
della bitangente con la quartica. | a 
47. Infine, come esempio di quartica trinodale in cui tutte le nove inver- 
sioni del caso generico (N. 42) degenerano in altrettante omologie armoniche 
si può citare la Lemniscata proiettiva (9) la cui equazione può seriversi ;.. 


ya ye | 2a = 0. 


. Le quattro bitangenti sono : 





by da=0, — x +-y-Ppe=0,e€-y+a=9 a +-y-e=0. 

T centri delle suddette‘ omologie costituiscono i vertici del quadrilatero 
delle bitangenti e quelli del relativo triangolo diagonale (i quali ultimi sono 
i tre nodi della curva): gli assi relativi sono i lati del quadrangolo associato 


e quelli del nominato triangolo diagonale. Queste nove omologie fanno parte 
dell’ intero gruppo di collineazioni spettanti alla curva. Il gruppo è ottaedrico 


20), 


"n; 


Genova, Luglio 1918. Ri 
ba£ i i i 
(5) Berzolari: «Sulla Lemniscata proiettiva». Rend. Istit. Lomb, s. II, Vol. XXXVII 








) Ciani, « Contributo alla teoria del gruppo di 168 dDilinea rioni piane». Ann, di ma- 


tematica, t, Vi serie HI, 











di 04 SUL TUoGO GEOMETRICO | SÉ SA 








| DEI. PUNTI DEL PIANO DI UN TRIANGOLO 
TR È (00 AVENTI TRIANGOLI PODARI ORTOGONALE “n vi Su 
‘| — BQUIVALENTI FRA LORO | e 

e NOTA ‘<< ne col 

ANGELO NEPPI-MODONA (ad Alessandria) I i da; de | d I 

o 5) 


Negli Ewercices. de Géomitrie par F. I. (8° édition, pag. 320) si trova enun- 
ciato il seguente Cr + Lore Cu 

TEOREMA — « Da un punto M si abbassano delle perpendicolari sopra ‘cla= | 
scun lato di un triangolo e si uniscono due « due i piedi D, RK, F di queste ne 
perpendicolari. IL luogo dei punti M tali che il triangolo DEF abbia una super > 


Jficie costante data, è una circonferenza concentrica al cerchio circoscritto al driam — 


\ 








a ; golo primitivo ». È - 8 i 
del. Questo teorema .e le principali conseguenze che ne derivano, possono es È 
o" i sere dimostrate breveniente e sotto un aspetto più. generale ed uniforme nell 


seguente modo, usando le coordinate trilincari assolute, cioè prendendo per i. 





c- Re coordinate « le misure nella stessa unità di misura delle distanze del punto M 
dai tre lati del PRANSGIO scelto come fondamentale ». 7 3; ng so, 
Se cdr, uti 





prato 





TN 343 0) Eta” e dt - | ae + 24,04 + 2agyz + 2a, gx cs 









lVequazione di una conica, è: CARRARO 


4 


"x S: | = Uy 3 % sa di z COSA — 245, 008} — 24, 0087 3.1 





sa | LOI 


Ù se a ,b,c sono le misure nella ‘stessa unità dei tre lati del triangolo eda, 


x È LS 
. È, sono gli angoli rispettivamente opposti. 
Affinchè la conica sia una circonferenza, è necessario e basta che sia (!): 


dl CRA Ra 











bi 
r ° Ò “ 
22 st si 
i R*°E°—V—=0, i 
ove R è la misura del raggio della circonferenza circoscritta al ‘triangolo fon- a 
damentale. n pie 
La misura p del raggio di tale circonferenza è (è); \ i a 
vas n di ni DA 
fo ] : r p° a perde 9A È a | Di - 
| se S è l’area del triangolo fondamentale, x i 
1. L'equazione : i TRA i. 
Pi Il } È ‘ - 4 hè 
i $ 
bist . Kan 4 by + ce) — 2(aye 4 bea | coy) = 0, I i 
ove K è un numero che può variare da — co a -|- 00 dà: . f 
i ; : SLI DUE UR. LI 45 ; 
Si AIGSS@RS= Riv = 105%, BD BO: 
- ossia dà: i n | 
R*E? Malta VV = 0 3 î 4 i 
| A, 
e quindi la (1) è una circonferenza per ogni valore di K; la misura del cui ; 
‘raggio > ‘soddisfa alla relazione : Qi î 
I 
; î p—= R(R—2KS). 
Vr i 
La (1) è adunque l'equazione di un fascio. 
L'asse radicale di dala fascio è la retta : 
rav + by Lee =0, 
, cioè è la retta all’oo del piano del triangolo. | SE 
2 Le circonferenze del fascio sono concentriche ed hanno per centro il cir- (AR 
fe. È n siga s È e 
% cumcentro de] triangolo, cioè il centro della circonferenza : SE 


uyz | bea + cay=0 


| che è la circonferenza circoscritta al triangolo. 


_. x a 


PA 2. Interpretando geometricamente le due distinte parti dell'equazione (1), 
mè si purses i 





ni ae +34 + e = 28 


a. 





ciy2 + bea + 6ey = 2R(y2 sens | 2x sen + xy sen) = t 4RS', | di; 
E. (È. Vedi N eppi e "iena nini, Formole di geom, anal., Cap. X, pag. 501, 
È (£) Ibid,, pag: 303. i 








‘e per la (5) 


A 


ove S' è il’ valore, assoluto dell’ area del triangolo 
(1.3y32) rispetto al triangolo fondamentale ; quindi 


; ks =+2R8, 
e si ha perciò: 
3 s S +48 48° 
= —_- 2 
pae R° TIRI 
Per S'=20. è do: peg: 
i per 


x 


to 


"i 





La circonferenza circose ritta al triangolo ‘ondamentale è îl luogo dei punti. 


aventi nullo.il triangolo podario ortogonale : l’area del triangolo podario orto- 


pen 


J 


gonale di ogni punto interno a detta circonferenza sarà, + Se l’area del trian- 
golo podario ortogonale di ogni punto esterno sarà — S°. 


‘Per ogni punto interno alla circonferenza circoscritta si ha perciò : 


Ti S — 48° 
2) far n° 
per ogni punto esterno : 
S Ga 4SÙ 
3 e pito ; 
(3) ONE | Pa= ari 
‘da cui è, per una stessa S' | 
Sega SAZS SCO 
Per 
S 
0 Z S° Sp ‘ 
si ha: | di) 
per la (2) R&=p=>0 


Pers 
i S 





la (2) non dà nessuna circonferenza e la (3) dà : 
x» 


pa 


x 


Da cui il seguente » 


<S'<+o0 


Ds . Ù 
BV pi VISSE 


a È 


ld 





TEOREMA — Il luogo geometrico dei punti del piano pato un triangolo aventi. 
i triangoli podari ortogonali equivalenti fra loro è costituito da due circonferenze. è 


o da una sola, secondo che il triangolo podario è suvvalente 0 non. suvvalente. 


al quarto di quel triangolo. 


Il centro di tutte le circonterenze è il isnogimtenino del triangolo. è 
Il luogo dei punti del piano, le cui proiezioni ortogonali sui lati 80N0, dim 
linea retta, è la circonferen za OU:COStE e) altr iangolo. RI 


Alessandria, Marzo 1919. 
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MER Ni 


TA 


da 





alla concezione infinitesimale del La g 





| si possa prov: are la sufficienza delle RI GIRARE 
grale 


sl CRITERI SUFFICIENTI PER IL MASSIMO E 
. NEL CALCOLO DELLE VARIAZIONI 


MINIMO 


DI 


MARIA MALNATE (& Genova) 


M compianto Prof. Eugenio Elia Lev i, caduto eroicamente nell’otto- 
bre 1917, combattendo quale capitano del Genio, in uno dei lavori da lui pub- 
blieati (1) mostrò come, senza far uso del campo-di estremali del W eierstrass, 
condizioni di minimo per l’inte- 


‘tn vw 
| f@yy)da , 


e come queste condizioni si estendano in casi molto generali anche all’integrale 


(p>1. 


. 


[ “f@yy 40) da, 


1 


# » 


Egli volle ravvicinarsi nella citata ‘Memoria, ceme già in altre anteriori, 
pubblicate nei Rendiconti della R. rpegialo dei Lincei (Viol. XX e XXI), 
ran 2 
tamente lo seguirono, mostrando come, col diidinoere opportunamente quelle 
antiche considerazioni, sì possano anche affrontare con successo casi E sfug- 
gono alla teoria.del Weierstrass. 


ve e dei matematici che immedia- 


Per suggerimento e coll’ainto del mio compianto Maestro, continuai il suo 
studio ed in questa mia Memoria estendo il metodo di lui per provare la ‘suf- 


 ficienza delle condizioni di minimo dell’ integrale 


è li. 
= 


#2 PESI, 
| FMI YA 





(1) E. E. Levi, Sui criteri sufficienti per il massimo e per Vi qpiintme nei Calcolo delle Va- 
riazioni lire di Matematica, serie III, t. XXI, 1913), 
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"N 





ie 
illa 


LE MEI 
TEEN 14 


e iene 


> 


ni 
ta 














SS Pa | OT I 
SRL È da Toni poi che il ragionamento si potrebbe ADD MA anche 
A ‘al caso generale dell’integrale MR È Jia si et SIRIA 
i il SY Yt YU, Va :9a) der. {XE} 
Spi | \ \ to 
9 = |‘ 1. Posizione del problema. x pd 
Di | E , 
for Consideriamo l’integrale : | PIO 
| ; DÒ ; ) 9 Piro si ; 
i : vu lia x i Da , ; 
(1). I=| fleygy ya 
PO | - > CA 
supponiamo che in una certa regione R dello spazio a tre dimensioni CY, Ys 
e per tutti i valori PUT, di y°,y; la funzione /(2Y,yY,Y,) sia finita. è con- 
tinua assieme colle sue derivate PACI dei primi tre ordini. Fissati in RR "i 
\ due punti i ) s15 
‘A i P,=(g4,4) |, P,= 0,0), RT i 
Si; e. 
di si indichi con * l’estremale -che congiunge i due punti; siano 
Da n È À E 9 n 
@ | | (u=nlo o die 
«Ga (2). | —: file 
pi. ba le sue equazioni e si Nipodnei che Y fina in Ric ; "PIE, 
Indicheremo colle lettere greche , %° Pot ye, i valori di f,f%; 55 vi peel 
Ù rag 
calcolate quando per y,,Yy3 4,9 si mettano (2), (2); 70), N "(e ) Le Mi, 
}. sodisfanno alle equazioni di Enulero, che colla detta notazione. si serivono: 
3 } Ro / Mep 7) ’ "IE NITTI Be e CARTE 
da IAT PVT PITT LV VENT Vive 
ILE Sa 
pra 7 i pt 
gg — PI, — d ‘yy +g ent Va» Na 49° vari "4-9 y'3n' gn 
= da eni Rigue che, AO sia la coppia di funzioni %(x) ; t,(4) finitere com- 
: tinue colle derivate prime nulle nei punti d;) e.a,, si ha: i Ai Sao 
È VIE 
i La / pina REL È i voi A ; 3 îa ù i > 
RR (4) E Lo Yi Gi $i td Vi Go) da =0. i EVA At © 
} urta St i «H 3 si 








| de RT 
PP. d(0,0)=L(21 Ù da ATA k 


X 81. 


 Indichiamo con L una curva variata qualunque che cada in R e passi per 


fece. B.; sieno 


i y,= ya) = (e) L &,(0) 
(5) 


con 


ze) =) =0 (01,2) 
le sue equazioni. 


2. Trasformazione e partizione della variazione totale. 


I. Ricordo che si chiamano equazioni di Jacobi le equazioni seguenti : 


d 


VAI Petite. 
rg Li 67 YU, Wy=0 


(6) | 
1) ed "i i 2) "I , d tI / i 
4, (0,0) (e von 9 van) ot Da(P'yog, TP VOTA VO, 


che si ottengono quando, supponendo nelle equazioni di Eulero le y,%, 


funzioni di un parametro a, si derivano le equazioni medesime rispetto ad 


È 
4 





cioè che sia A(r de) 0 pers 0 Ri 
‘ Da questa ipotesi segue facilmente che si possono determinare due soluzioni 


sia sempre + 0 per & 


7 dYn 
e. sl pone ——— =-%,. 
} da, k 


È noto che (*) condizione necessaria per l’esistenza di un minimo o di un 


massimo dell’ integrale I è che esistano due coppie di funzioni g,(4) , 9(4) ; 


h,(1) , h,(a), annullantesi per dA, costituenti due soluzioni del sistema (6) 
e.tali che _' 
g(@) da) : 


Ge) hl) 


(7) î Apa), > 


sia differente da zero per tutti i valori di x compresi fra 2, e 2, (condizione 


di Jacobi). 


Noi supporremo che questa condizione sia soddisfatta in senso stretto, 


‘associate ,.(£) } 0,,(2) ; O,g(1) , 0,0) del sistema (6), tali che il determinante 
®,(@). (0) 
©,,(%) 0,(2) 


OLAZZA 


x 
‘ 


(È) Cfr. Bolza, Vor lesungen diber Variationsr echnung. du Lei 1909, p. 611-619. 
VON ll 


Pd SE TREE 
















i. 


Osserviamo perciò che in Rae si può definire una coppia di fun: Th 
(18), ©, (ré), costituenti una soluzione: di (6), per le quali desk sia uno. 
zero; e tali che esse siano funzioni continue di é e:che per é= 7, 8Î riducano. 


Lat 


rispettivamente a 


5 ù \ Egg 


w,,(00,) = 9,2) ©, (€2,) = Gy). 


Analogamente si potrà definire una coppia di funzioni ©,,(r$), ©,,(4È), co- 


stituenti pure una soluzione di (6) nulla per x = £, le quali siano funzioni 
È ° f È ta 
continue di & e tali che. 


0 (07 )= h(2) Oy(#0,) 2=h(A).. | 


Noi mostreremo che, se a É si attribuisce un valore é < x, e sufficiente. . 


mente prossimo ad #,, le funzioni 
(E) = (1): OE) = 04) } Il , ola) = of 


verificano la proposizione enunciata. 
Poniamo perciò "ar 
©, (15) (6) | i i 
D(at) = x "RATA See 
(6) tt) | ego 


. 


se D(xÉ), considerata come funzione di x, sì sviluppa mediante, la formola di - 


Ta ylor, sii ha; indicando cogli apici le derivate rispetto alla” D, 


} 
{ 


Dig = DIE) + e— On4 Et D'E+ de 9) OI 


Ma, a causa di. 
. ; i i 


0, ($5) = orta (05) = pi” 0,(cÈ) = yg(66) == 


DIG) DA 0 | 7 n i 
dunque 


(9) D(r$) = 0 Dog eee È 53) 


Ho asi 


"O 
x 
POSTA ‘ 
‘ L e 


LEO a a n Dei i) Re 
RIP SMR II VO PSR TAO TOA MAS n 





: 
3 





Osserviamo che, poichè D(xx,) = A(#x,) non è identicamente nulla, per 


(RR) 








7 e + 


tito n ec ad 


nati 





i, sed es per i(LO):NEL} sarà 


Cl Ma di hi i Pa 


PI 


83) 


. 


tutti. i valori di 6 appartenenti ad un certo intorno (e, — €, ©, + 8) di @, , D(#6) 


non è identicamente nulla è quindi ) 


TDI 
i D'(EY= i si0 
1° AMBRA" È; 0", (66) 0", (£6) 


perchè non potrebbero le soluzioni (0,,(xÉ), P, (16), (0 RUSE yy (1$)) di (6), en- 
trambe nulle per a = é, avere pera =éÉ le derivate proporzionali, senza essere 
esse medesime proporzionali. 

A causa della continuità di D'(26) ne segue che, fissato arbitrariamente 


‘un intorno «di x ae — Mz + n) interno a (x, — £,%, | s) Si può determinare 


un. © tale che è sempre 
D’(6) + 0 per DAR e 1 SOI VI AI dl VA 


e quindi, per (9), anche 


- 


D(e) +0 per. #46) a —nCi<a,+n,6- (<a <t kt 


In particolare, se ) è il più piccolo dei numeri +, d; sarà 
LO) D(v6)=="0* per Mm A<ETa, aaa 


Osserviamo d'altra parte che D(xx,) = Alè) non è nullo, per ipotesi, per 
a FAS@®<2,; esiste dunque un numero A > 0 tale che, in questo inter- 


Vallo |D(ax,)] > A; a causa della continuità di D(xÉ), fissato ad arbitrio un 


numero A" <A e >0 esiste un numero \' > 0 tale che 


(11) DÒ] > A per o Mei; RIS 2< Sy 





Indichiamo allora con €, un numero interno ai CA intervalli @, LA 


loiai 


2 
< 


i D(axé) +0 per rd è ; 


II. Fissate le ©; come si è detto pattino? 


ly 


(0) neo 00) + PA) 0 


la 


(12) 


20) =p,(x + Pi (€) ®y,(1) ; 

















sarà (cà 





e() ©,(2) ®, (0) (x) 
(13) P(@) ne. I dp pl) EA Sal a 3 ; 


Avremo che in ogni punto in cui esistono le 2‘,(#) , 2‘.(x), esistono pure 
le p',(x) , p'.(x) e sono date dalle : i 


, , / : "Es W04 , , 

€, PO PO pp Wo Ot RARI ae Po [e 

EEA; — pod’ O) 2, — Po sy 
IAA 2 PO è P0 5) 2 "72, 000 AO 2 PIO a PO a |. 
P,= MRI SN Op pr era ai Po “Ig A TS 


poichè inoltre le 2’, ,°, per ipotesi esistono quasi ovunque e sono limitate, 
quasi ovunque esisteranno le P',, P', © saranno o limitate e SVTECE saranno Pere 
integrabili. i 

Per le (6) e usando delle (12) dalla formula fondamentale, della trasfor- 
mazione secondo Legendre della variazione seconda facilmente si ha : 


so dI (Pantera rev, DO" ( 30 at 
7 d "VTRSSTI 
+ 1h; te DI Pe (X, p Y'i4j 0; kr De 9", v'iy;® so) 


[eva Dr )s £0666 : 


PISA 


, 


(4) Se nella formola di Legendre: ah? L20686 . a i, 
Le ” be ia SI VAI 4 DR fa o 

di le "pg gin+20" pit "hg! Viy n A n= Vigo erp ; ar 
Pda ‘Sao ALe Oyat LL VY9 e Seni Lya) Lt vali” al. ta 


é B DL 
si pone » P;j%; al posto di 2;, >I Pio YI pio al A di 2’; e si toglie poi d’ambo i. 
jus i ni DI: : IA 


TAGIAHA DI, vy a D Poi; DI D'jox;j si ottiene l'identità (14) del testo. A; 
in 9% bud 3 if SARRI > Uta 








MIR RI ZA 
Ricordando ora che 2,(#), #,() sì. annullano nei punti #, e @,, si avrà 
integrando : SÌ fl SIA di o ARDA i | 
"e tr SS " i da 
(15) Ra Lo i î J | yy fn + . . è . gt 
Rie ci “a di i 
. . ci È te a | \ 
Poniamo poi come al solito : i 
® 





Sp Ly"; Co YISY(Y, Ya y', Y3). 


- 


e poniamo ancora, poichè ocgorrerà nel seguito : 


Da de di h “Mt 
SS a, es Der. 
ch i pa fd pe Ap E(0Y,Y, ; y, Ys3Y a) 


«de (17) i { E,(@ y VARO y,Y AfPEZE ar ; - 
P OSL Ge ULty, 


n n È ") d 
per (4, WrI val. E (4°, PF Y's - 0. 

Ciò ‘premesso Si può dare per la variazione totale AI uno spezzamento in 
parti di diverso ordine infinitesimale, che sarà fondamentale per il nostro 
Raf OOO, n. i SION ARI i (4 

Da (5) e (12) si ha facilmente l'identità : 


. Ag . k È. 


, 


i re î a dep: î 
TAI = Mya) — p|de= 
Be FI. AREA omic 


7 


5 
î \ 
i ta‘ } ì î 
Mu, C 
î TEN DS 
si n 
wa; Pr < 






SOIZA pae gt: dd î de). . 
n +f (0%, N+-S;P;0 et Z;p;0,;)-P+ Be 


LL ELIS IIC Lp;® 5 W+Sp,0')| de. 


> 








86) 





mi; Per la formula di Taylor si ha: î 
n (19) Sy9, + STA Gevi dal» At 
1 ” )p1! 


nl eli N 
fi: +31 i ò Ro ih & 1 3Laiand 47 v nd 0 a 4 DI pe kj ,S pjo' hj 4, 
dsl ? , i;kyh 


x 


L MG IE Ne 
è IR Pj® i P;d x; Pj®O ng | 
j È o FERA 


ed ancora MM 3 


(19°) Di Di Pina c(200 Td DO ;; NET Si 0) "n 
“e i; > p OA y'; S »; pa, p' j og Y pit ya DI Py 0) + i 
3 4310 Sa 
1 , i; 9 : i TÀ H , s P 
5 DI Da P.jdij Lsintxt4+ 2a DI P;j® "st Pia DI P;j® Di PO 1; 
i hh Je Str 8; : î du LYN 















È ove le Linn, Lean + + + . indicano i valori delle derivate terze di f calcolate 
convenienti punti della forma : 
(20) (0 Merate x Dj; NAù, Sa P;Og; Ù AD, PO"; N sis dre: ) 
“6 con |t,j<1, u=1....7. ti ca : (506 
r ? w ? ; 5 d ) A sE Ps se 
‘SE Sostituendo le (19) in (18) e ordinando si avrà: pnt ae 
Re L v = t ; pi 
(21) Al | faY I, Y 4 IoS Pl da — TE | ZA 
Jil p VIS ; 
; RA hi 


= frog. iP 0, U Dro Je Di 3( st Dl 


P. 1 (2290 " i; 

Wo A x. sat Vanta e Da p (Xn Ot 2 Da ef Si 
< “ 1 (d) : 3 0 pa 
uf Z..r ! 


Nel secondo membro di questa (21). si secondo integrale è identico all'in 
* 


- 





Lie SO +. GN : Linn »I Pps 
SL n; Pa 


"9 





| tegrale (4) ove si ponga teli = 1,2); il terzo integrale 


x 


è identico all’inte- 


 grale (15); e quindi detti dne integrali sono identicamente nulli. Ccsicchè si 


avrà infine: a fr ( 
T n 3 SA n) ; } | 
(2 2) a=ft* E(ry, Ya ; MA SiP508 4; Ut 200) 267Y1, Y,) da | 


dx. 





ue di CA 1 ; L * sf Ù N 
+ Dal 3I Tana Qi Ra And | " 93 | Linn EOLIE SARA | 
i d i 


Questa è la formola a cui si voleva arrivare; vedremo in seguito come, sotto 


: 


certe condizioni almeno, il primo dei due integrali del secondo membro diviene 
infinitesimo di ordine inferiore al. secondo al tendere a zero di, € (23 <(0) ; 


È 


| perciò esso rappresenta la parte principale di AI. 


ia 3.,Primo teorema sulle condizioni sufficienti. 


Ad 


ì 


Cominciamo dal caso più semplice in cui le. curve variate L, che si con- 
‘siderano, hanno inelinazione limitata; si dovrà dunque esaminare se dà ad I 


il minimo valore rispetto alle .curve L per cui 


È 


È, 


(23): p i ; 1 > e : Yi < Vj (i ST 1 ’ 


è P à 
- 
È a LI 


LS) 
= 


Dimostreremo che se sono verificate le condizioni : 


1.° La forma Zap" vv, È definita positiva per a, <a <%, (condizione di 


Vin 
Legenare in senso stretto), 


2.° Ea n, N; n TI US y i Y>) 20 per SASA, VAS i Me Vi Pe 
(condizione di Weierstrass in senso stretto), 

3.0 dl punto a coniugato a destra di x, (pel quale cioè e >a,, Mae'x)=0(7) 
segue t, (condizione di Jacobi in senso stretto), 

sì può trovare un e > 0 tale che, lato: U tutte le curve L vantare di 


(1) TE, Da y,= (0) ’ ala s(20) 
Bi. enza Pi e tali che i 
lal= pine; (faul 2) 





\ 


fa assumere ad XL il valor minimo. 


x 








TRA causa dell’ ipotesi 1° é ; per Ù Dantinntta ;re PLS sì | possono deter. | 


i Vir 
minare due numeri ©, € ,>0 tali che Xf" vata vivi è denmita positiva sempre | 








; quando Roli PASINI TAO, CASI Sar 
Hi; i EA (24) lr MZ» lp MANZO (e <A) 7 Sp vi 
sa «esiste quindi un / >0 tale che, posto i 4 i CSR PILE 
| y, = COSA , Voc= Selali FA ero i 
AE | (e cioè, supposto vÈ + vf = 1) risulta, qualunque sia a. /// ara 


# 





vo | i xy "gi D> 2l - i E 


i \ x 
sa 3 % i 
sempre quando sono verificate le ( (4) BO 

Ne,segue'ehè.se; i 0 Meg o Nes: 





D (24) lun <%, n=, yi=A Ito de < TA 








6: 

è pure Ù 

(25) Bey, vo 5 Y VIVI $ TR 

; poichè Ss ; i . i iti | î (A 
i j . MI LA E È Ta 
e E,(ey% 59, Y, Y,Y 2 I La; n Ys y, Ù Di Y, riali ll $ 
o È oa de 
ft. dove y’, sono numeri rispettivamente intermedi fra y’; e y/ e dove o OA 
is y; Re y', REA. i Fra 

vg pra . La A 
D) N37 | 
Vo, yL+W =) si i f 

i 2, a "TR PRA OI PAN aa 

VISI (AE PICRESOOE DA ERE 

D'altra parte, a causa della continuità di E e della condizione Di si può, 7 

assegnare un % 7 0, ponte: inferiore dei valori di E(@ 7, Mo ; /, ci ù y 1Y D° DA 3 
$ ; oa: i pa x ù pe) LR) SA 





sesso banane ny 0? 








89) 


nelle stesse ipotesi, anche E,(£ 7, %;7,77,y,Y) ha un limite inferiore h, >0; «VER 
e precisamente, se N; < pi, 


VE ee E 
‘ pr oh + p,)? - (1, Ap 0») . i o 


Se quindi si indica con / un numero arbitrario > 0 e </,, si possono a; 
determinare due numeri t e t', > 0 e tali che sempre quando 


[ (26) LAI, un<t b) lyiemniza , (Yan VT yNSTZI? ’ yi 


sarà 


on a < 


(27) n; (e Y, Ya ; yy ’ Y', Y',) . tl, 


PA Ao ET 


Da (25), (27) segue che, se con 8, 8, si indicano due numeri positivi, il 
primo non superiore a © nè a t, il secondo non superiore att nè a: to 
sto che È 
(28) a Za<oa, ’ yi n<8 b) ln <s, b ly |< a (MY YI #0 


è 


(29) è E i E,(e Y, Ya ; y, v', d) Y, Y'») = 


dove p, rappresenta un numero >0, non maggiore di / nè di ". Invero, quando 
sono verificate le (28), vale la (27) oppure vale la (25) a seconda che è veri. 
ficata almeno una delle |y'; — n° IZ oppure sono verificate entrambe le DI 
o. { DI 

Da (29) segue 


(30) Hoy, Ya} VV TI4IY: 


dar. questa (30) & verificata a fortiori anche se (y' YO. 


| a 3 dal 


II. Ciò premesso, ricordiamo dal n. 2, I, che, a causa dell’ipotesi 3* si può 
determinare una coppia (0,; , 0,;) () =1, 2) di soluzioni associate delle equa- 
zioni (6) tale che, qualunque sia la curva variata L si può fare la posizione 


(12) e dar quindi alla variazione totale la a (22). ‘ 
YO LYIE, "IRAN i ag 12 








)x.90 X di | ur Ro Vie & Sui 


i è x " i i Li RE 
LA causa, di. (30), nel 2°; membro .di (22). sivha i. raga 
È OI 


(31) D(ey, CAI +Sp, CIRO Nov 055 vv)= * GA BET 








i È e td) i ik fa 
d tosto che nta i | > #0 Kind 
i (I ì (32) a, <a<% , |)u_n | <8 | Dod È UT. 


; 
Per soddisfare a queste (32) basta che i left siano suPicientemente piccoli. 
N Se cioè sì suppone che, per x, sa <a, Sia Rot PS a tà 


n 1 Pri 
- La lai 


ti Î i la 


(83) > bl>w o 0) <M > lo] <M ssi << e (NA de 


si vede subito dalle (13) che 





x > 


E 2eM 46M? fui. } 
(34) 3 ro A <a 2 TA Ù È , i = J Li dh 3 13% Di 








SAC onde (32) saranno verificate tosto che - è grego uu o a) 
i O 
n VR 


; î ù , «4.1 Las Mo ‘ "Riba go M 
date | (35) Gli SI VENE, aa si Rpg: 


Pia ac i Ù ni 





n È -5ì ” ;® a 
16) ARE 


DI Per tutti E, Soiri di x per cui non è Pp=0 si i può por tornd 


p',=h così | y = hsenb 








P ) N 4 , | f . i . . ; . 
dove #40 e 0 è un angolo conveniente. Con questa posizione si ha . 


| | (Erin (Zent., | 
Don (Zrinf(Lrn)EE EN i 
î Ret i 
Merce | (0,, 086 +- è, senB) +- (0g, così + @,, senb) lo NE AA i i A 

Si può considerare questa (36) valida anche quando p’, = p', = 0, ove per ] 
eo si fissi un valore pie perchè allora sono sempre nulli il primo ed il Ù 
2° membro. ; i : 





Poniamo 


‘è 
eee 














©,, così Di ©,, send —=À, i F. 
0,, 60809 + ©, sen8 =), i 
e sia X il massimo valor assoluto di ),,),: si ricava 3 
i 
/ i È 
Ì, 0g DaeT ., 
i ‘o osa Ian 
cosh= ———_—_=®£ send = '—* ; "N 
D(@) ta Da) Me 
onde } dI 
29 
2XM \*M? 
* Joost 7 Reni Si copie = cos°9 + sen°9 < 8 na 
ed infine ; \ } 
2 pi 
pad 2 Viù” : 
» Ù on sca iviati | 





> È i ARA 2 
- Esiste dunque un numero m > 0 (i Si può fissare, per es., == sa) ; tale 


x 


Hole, a causa di (36) 


n (87) ; 3 | (Dr 0) +(Dr, ou) = +10 


‘ 


Mr. » 


il segno = valendo soltanto quando p'’, =p',=0, 





x 92 


Notiamo che questa uguaglianza non può valere per ogni valore di x, 
perchè ne seguirebbe che p, e p, sarebbero costanti e le 2,(#) , 2,(x) fornite da' 
(12) non potrebbero allora annullarsi in d,, poichè per ipotesi non sono co- 

(I ” a 


stantemente nulle. ; 
Da 13) (37) si ha 


r(a VM +D o, dis) m+ Dr ©, 3 9 y)}=umpi +1), CA 
he) j MELE 


il segno = valendo solo quando p°,=p,=0; e quindi, per l'osservazione 
dell’alinea precedente, 


in 
(38) | E(x4,Y,; N, 4 XP; NW + D;P;0 534 MY) da x p,mf” p' Sere dx. 
04 4 5 


- 


IV, Chiamiamo A il massimo valore a delle derivate terze di 


SY, VV V3) Pa 
» Ur 3 
per SLI |Ui Hi Ni < 8 ly” — Mil SU (= 1,2). ì 


1 coefficienti L,,,, + « . . del secondo integrale della (22) rappresentano le deri- 
vate terze di f(0.y, y,y', y';) calcolate nei punti della forma (20) e quindi per ® 
(34), (35) in punti del campo 

ISLAS ì vi — N <8 e tN)<8, {= Eye na 


ou 


quei coefficienti saranno certamente ‘inferiori a À, sarà cioè 


pn — 


901 Mera 


$ 


(89) RIO cio 





Tenendo conto di (39) avremo che : \ 


>» 


SR sn [tua fa | sd illuan DI psv +... | (ao Sr 
a DI n DI (ser, i È 

“ae DI Dot DITO dx 
DD pidit2 DI D'; PE) DIA ut HA | i x i ì 


chi >» D'5%; o» Pda di 0a dal. 
9 J ; i 











qu 














PRO ai NOI Ret Si 98) Lg SAI na I | ni: 


. Sviluppando nel secondo membro le fanzioni sotto il segno d’integrale e ricor- 


Î 
i dando sempre le notazioni. (33) avremo : 


(41) i 








ii DI ; 
SRI Jheg V4 04 0005 L (a [lano ti) jOiExtn + CORO | da 
ikh j | 


x 


È 
: 
SR ; È 
"To DI a 
de È ms P Pi |0,,0,,0;, + AA | + AO 
2/4 kh! FER 
d cp 


<A (PA gna | aepiip, dt 24 pg + Bode 
vi Mr i ‘ 


Sa SIL 





FEO den Voi vol 








A 2A È; 
+A#T Sy D+ 8p Pi pi 4p',pi+-4p' SA PD p,+4p" chi da. 






Ricordiamo ora che (v: la citata Memoria del prof, E. E. L evi in Ann. di 
Mat. 1913, pag. 179): i i i 
È Se Co) è una funzione nulla in a 0 in D, con derivata limitata in ei dae 
(a<D), si ha: 


Jona <tr). 
\ 


L'Ape DI uil / Idray, 


— Nelle ere, 5 


L - 





Avremo nel Decio: caso : 


Î Ste Mi LITÀ (9 
Sion sa, eda Si CI a Make Mn, 
CARI pre 442 
vin 1-2 
1 id ) Di 
A Caffo 9 lo 


to > eM (23 eM_ dg MT ro eM (® 
\p'ip} jd 2( ‘pda <— | { ML il “n. da\C==| °p?de 
è ; |dx dI vg ui A LIA, ao? v-+- 





Di » peli 2 ui p'nlde< 


\ 


e) 3 N eM (aa)? (% ‘, 
ce A * i i i A RNA 0 2,3 





























ove ren RS i oppure COSE, Fiona wa mv; 3) 
Sostituendo in (41), avremo: |.) 
(42) If DI do fi pink sat |+ fn Ben fog di 25) Mai Ro SALA 
tkyh : ) ) 
ì ‘ i, Ù È ; w + A i La: r 
S RUSRMP: Pa RL | 
\ 1. Pa di - 
‘in cui 
dAM' 060 earn 
p= |a +16]. dr 7 


Da (38) e (42) si ha effettivamente che il secondo integrale di (22) di.. 
viene infinitesimo di ordine superiore al primo quando e tende a zero, e, poi-.. 
ehè il primo è positivo, tale sarà pure AI per e sufficientemente piccolo. Pre-l 
cisamente da (22); (38) e (42) si ha i 

* i 0 


LN 


si AT > (pm — fp, ice) da: 


4 


E ciò dimostra che AI > 0 quando si prenda 


m ata SRIETAO 
a \ 3 b > : i 
s ss 
” o | via: , 
x ° . a . } , . ’ > h di 
4. Secondo teorema A Mc be all si 


* xd Zi n Ago i 4 A 
I. Il precedente ragionamento non si può senz’ altro applicare al caso ge-. 
nerale in cui le curve variate hanno 100 pedane dla nea ‘perchè dall’ ipo-. 


tesi 2% seguirà ancora che E;(x LIRE RA AO y) 0; ma ora, poichè le Y, s Va 


possono variare fra — co e + co, non si può più assegnare un limite infe- 
rior 20; e non si può quindi più dedurre la (27) e quindi le (29), (8 uaS 
Dimostreremo invece la proposizione seguente : 5 





Se esistono due numeri positivi 8,8, tali che per. AGD. Ga ma 
PA SAUNE + S lg ; di El LEVA 
(43) Sia) lui — Mn < 8 i yin <8s, y'. qualunque 4 i 





"8 NI ZIA: Y UN, YI } Seat F 
i Di Pg me :, | 


è definita positiva; — i 


2° a) per (Ae i e AO K 


. 


A | bay, Y, 3; YU VU YO: 


i è 
î x 3 è co. i \ 
È 





; n . . Di . . . | 
3° il punto coniugato a destra di x, segue x, (condizione di Jacobi in senso 
stretto) ‘ PIA ui ; da; 
si può trovare un e > 0 tale che, rispetto a tutte le L variate di 





e i —_ 0) SE CO 
; È) N Me, SS i 
passanti der P,,P, e tali che. Ni, ì 
fix. CA N ; 
rei pe ; ; 
[eil “i IU; — <& €. 4 
fa assumere ad i il valor minimo. . 
Dimostreremo perciò innanzi tutto alcune proprietà della funzione 
A, na mu E Y, Ya, 3 Y, Ya ’ Uni Y.) d 
quando y’, e y/, tentano ad co. RE 
II. LEMMA. — Sia T un campo finito e chiuso di valori di x Y, Y, y', y, nel 
quale siano sodisfatte le condizioni 1° a) e 2° a) e sia assegnato un è >O; se un campo T, 
i dna di ‘T, è tale che ogni cerchio di raggio è in un piano parallelo al piano delle 
“E: 


VV, avente il centro in un punto di T,, sia contenuto in ‘1, si possono 


"i 


determinare due numeri positivi s, e +, tali che se 
® PA 4 Ò Di Lai 


“i d - 





COIEGAITEZITEA La 


WS 
MI 
"i d 


see 0A 


x 


ely y,Y, 9) è di T,, si abbia 





_ 40) bey, 4,5; VV Vv Î (It Vai At DA IRE 


Ù 








È SÙ, O VIRIICRBO <A TAR ITAA I, A RATA 
Se infatti la proposizione non.fosse verificata, ciò significherebbe che, fis-. 
sati arbitrariamente due ‘numeri positivi a, v (uno ALILPARIA ER) SV Pal: 


tro arbitrariamente piccolo) si potrebbe determinare un punto la, Y,o Ys, Y' UO è ta) 


di T, e valori Vito * Yo di Yi; “i tali che 
7 


| Vor, No = (Yo IE Y so Dog x i 


x ( 





ed intanto | E; go 


b. Î AS: Vo YAN Yo +( Ya — > aa: 












Ora noi mostreremo che se quest? PODPESI Fosso Vera, si potrebbe determi 


mare un punto (@ Y, % y, y' 9) di T nel quale, per gli stessi valori 3 Vo Vo di - 
Y', Y,, non sarebbe verificata (44). 


Perciò, poniamo per brevità, 





| | Var, VELI Y 10) a (Yo — Y's) ca= 0) È 
Vate] Yn Vs =; onde y°+y?=1 Ss 
Osserviamo che, il punto A, 
È 
ì | SE Ù: ® | s ae, Pt ai 
6) (n Yo Yor Yao Vi Yo TWO E 


/ 


appartiene alla circonferenza di centro (Yo Vo Yo Vs) € raggio è, nel piano 
parallelo a quello delle coordinate y, Yi quindi esso appartiene a T. x î 


Cora 


Si ha inoltre ia 4 dI Di SR 


ao Wu +9 =%P—d , Ya WYa td =ITd 





Va — Patt Ft = @_2) talea 


# 


RI Mi; 








ed infine 


LI 





E(, Y10 Yao 3 1 y RCA 


. 


ossia, poichè 





sa (@Ui0 Vo Yo Y's) 
RASOI 


a (1, YioY% 3Y 0 + Vv + vd) 


35 CETRA. DO Ra Ii aa 
PETE SI v|/ Vi Va tale VO Yo E Vd) — 


Sn 


p. 


FLY Ys0 Mad Ta 


p_ò 


x 


st 


n 


Sa Ds glo Yo Yo Y ot Ùy,Ò, Yo È dv,Ò) 
k 37 


(dove 0Z3<1), si ha HIDE i 


(o) 





pin f Apa 


he dti fer 
x 
di: . 
Top - 
"TE, 
a fol 
GER: 7 
Pisa 
74 4 , 
è LS 


n, 


vol, LVL 


x 


p—d 


noe, 
NEPAL (x, 4a 49 


— 


TAG 


p—-d 


‘ 


E(w, Yo Y20 i Yo Vo Y to Y 20) "i 


Ea, Yi Yo 39 ETA 0A 


to Y 530) 


Dit 


Sea 


erge y i (00 Yo Vi. y 130) 


p 


È E 
TE ò Vf ay IVI 10 Y so 
i i 


RU vi (%, Yi0Y20 vio y sl 


5° { 


_F® Yo YsoY 


a "L vlad Dn 


PIAN LOS) feto 
Poca 


° 


ta VE Ùy x» 4% d, 


ai E(d, Yo Ya; 3 Y 0 Vo Vo4 47 (#0%0 Y20 Ya Us) ni 


4 


K(@, Y;0 Yo 59 oPal'al) 
p-- è. 


Pre 1 MIA 
Di vs Dà Vf "val n Vo Yao YaoY 10 + 9Y,d,Y% Ri; di). 
i Vogt Mai gi 


. 


"ua 


* 


13 


GATE dia VE] 


$i 








asi 
PE 








; Osserviamo che, poichè il campo TT è finito, le funzioni S,S"y, 50n0 so i 
mitate in esso; si può quindi determinare un numero N tale che ©‘ i 
A $ ‘ x e, | 
[Io Ve To <N > Voto Yio tI 0 +, 

2 (50) i |, a Yo Ys0Y 10Y 20) <N. 

Di a Inoltre, poichè in T la forma N 

É PR » 
se FE Sia (ae Y, YsY, Y' >) Vi Va” 

È, ik de : } 





è definita positiva, l’aggregato (chiuso) dei valori di essa per vesta 
un limite inferiore g > 0: in particolare, poichè per la definizione di T anche 


















il punto (2, Yo Yao ui + 9y,d,9» + 9v,d) appartiene a T, sarà |. 


(51) ò Î' fa (Yo Voli + dYdY o 1 dI) Vi = I 
E $ x | 


Tenendo conto di (47), (50), (5 (5 1), dalla (49) S si ha 


Ex 0Ys0 Ys0 > Yo st VU 20 DI Y3Ò Yo Yo) Ca p Pia INIL d * 1 = dg RAT 
Par pb p—d SOUS 
ossia, essendosi supposto fp Da 0, san) Se VEL bs TEA | 


E, Yo Viso: Yo t ds Vs TIÒV Ud 4 posti OO al 
p—òd Mie — di % 

Facendo tendere a a oo il 2° termine del 90 membro tende a 0, il primo ì 

tende a r; se allora si prende r sufficientemente piccolo questo secondo. mem: | 

AE, "bro risulta prossimo quanto si vuole a  — dg; dunque dall'ipotesi che possano: 


a ed r essere rispettivamente arBlitrariamente grande ed arbitrariamente RIG 


dò 


colo risulta i SSN i i Pu 
E(#, Yo Ys > Y 10 Dì vÒ. Viso d vi, Yo Y'») Pa 4 (Re po vo RENVRE Ù 


Fa; (p_òd) b,(e, Yio Yxo RCRO He Vday +4d ? Uso YU») SI 0° p 


contro (44). È così provata la proposizione enunciata. | PRO vr 





III. Come campo T assumiamo il campo 








ts 
eso y-nlss lid =8. | "ui 
e, fissato arbitrariamente un dè <s,, assumiamo come T, il campo . A 
i Î AS, È da safe 
(02) ada, pens end; ‘ SUR 
Mr - k i i - 
applicando la proposizione precedente avremo che esistono due numeri positivi 63 
Va/6 tali che per di for 8 i i 
VE le n / ; » q4 
T (53) e,<e<%, Jyrnd=se yy ]8,—d Vor Py 9A, 
«vada Ma ge=3) feto 
| N i i . A : A Se 
sia’ E 
Lù i à : S Ù 4 i d: E i; ; 4 | SORTE CAN 7 pe; ; È ) vr pi x 
pi (54) BY Vi VV VV 
dI, i î 4 i 
| (Nel campo finito @ chiuso i i 
(55) a,<a<e lyonkss |yi—n|<5,—? V A e ua sd: 
5 | G=1,2) di 
si stà poi, ragionando come nel numero precedente (!)), che si può determi- "O 
nare un Lika: tale che nnt i 5 
(06) B@WY} VW V)< Ha IE ea. 
"SUO, Applichiamo ora alla variazione totale di I la (22), il che è possibile a 
È. causa agg Ipotesi 3°. Si può ARBROFTE ‘che sia pw ; DI 
=: di , 4 È 


| 4 


6 | Sad, I | I t;| =, Td 








- O L'altima diseguaglianza delle (55) porta di consegnenza che le y’, , y' s sono limitate, es- 


SSRRO ltinitato le y/, , Y,; cioè esistono r, e ro finiti tali che ly! <ri(i=1, 2). Si può quindi . 
passare dalle (55) alle (28) del n. 3, è 











bastando perciò supporre [efr. (35)] 


pls, BE { 


(58). |] i 1%; Me Ni & € b) € 2% 8 ; È È e < 4M? vate 


| Osserviamo anche che, analogamente a (37) vale la ‘relazione 
(659). VD) + “ 


dove,m, è un numero conveniente s0° e dove il segno = valo soltanto 
quando pipe i i; 
Indichiamo con y l’aggregato dei punti di (1, %,) in cui 


Zen] (Era) 


‘ e con y, l’aggregato dei punti dell’intervallo, in cui 


MDSE è») fo Sa, x) i 


si ottiene (analogamente a (38)) 





= mM, Vp' PAD di ) ) 








8900 





, 


4 KE , Vi , 5; | / , - È BE SICA Me 
(60) Jo E(eus 31 5 vr, O ,; b) ups vp, o) ViY.) da > h * Di 
VIA i i i j 
î) ati * 


dee 3 


fe e il (pl + pae 
i i MA ; ì 


IV. Occorre ora prendere in esame gli integrali provenienti dai Serio di È 
terz’ordine della (22). Ricordiamo perciò le proposizioni : (©) E 

LEMMA 1°. — Sia ta x) una funzione nulla in.a o in b, con derivata limitata de 
in (a,b) e sia |{@)|) <a. Se y e y, sono due aggregati complementari di 5 (a, DO È 


(1) Si ammette qui, e nelle proposizioni che seguono, che gli aggregati y , ,, siano misurabili 
e che sieno definiti convenientemente, per es. al modo di Lebes gue, gli integrali estesi ad essi. 3 
(2) I lemmi 1° e 2° sono tratti dalla citata Memoria del Prof. E. E. Levi: Sui ‘criteri sufi- Sd 
cienti ece. Annali di Mat. 1913 pag. 185. La dimostrazione del lemma 8° si può condurre i in modo | 


analogo a quella del lemma 2°. i Leo 





tali però che in x la va). sia limitata quasi ovunque od almeno integrabile col 
suo quadrato, si'ha: 


% a 4 SERE e 3 5 é 
(61) ERA | 0) do < hf, C(@) da + ef, [6] da 


x Msn 8 i 4 î 
ove IVI 
; DI Qi ; i Ra b 2 L Ps 
n n . ki n sì k, perra8) 2a(b — A). 


> Limma: 2°; — Nelle stesse ipotesi si ha nure 
D i p 


. (62) frei de<k, °° ar +4,f, 1 da ; 
ove Nas, ; Da; di, i 
Uta, tant pag bid: | 


Lema 3°.— Ed ancora: se con C, e C, si. indicano due Funzioni distinte, 


soddisfacenti alle ipotesi dianzi fatte, si ha: 


| , ] a "0% x 1 È , | / | 
(9 > [cia Bf erse4 hf gae4 i fera pa lo 


con k, a. 7 


> 


'% 


4 


Ciò premesso, ricordiamo che se Jel<e,(i= fi 2), “valgono le diségua» 


22M 


iinze lel< "3 (i=1, 2). Poichè Di(@) = p{e,)) =0, avremo al dai 





Tenmi i precedenti, prendendo, per ye 48 gli aggregati definiti in HE 


na 
Y 








n; 2eM (fw O %eM 
(64) ) fe ln? p\ de < sla ; Sa 


/ 


[so] 


“ij=1, 


uv 


2eM fe 


+0» 




















N, 3 i 2 USI 9° 9 
4 Si pl anti=1 ? 
i ho pe ) © 
9eM ML i 
ur pl, aiar? 3; 2 clagia et pp as | 

Mn nn Mk %eM 
son i a ’ld cl: n'2d k pi da 
E + RALE ie rta 

























1a o “oppure. 











Dalla (41), che è sempre valida, applicando le (64); si otterrà: 0 


* fis 














xÈ 
hac 


1 SRIIOTI, EE DE RASTA DA 
31 Ly inn &i 2a %h 1 OTO Ta Lian Z; Dj; Pata ent .| {da LA 





va 
(65). Lin} 31 


x 
o SEA 


Ù 





<e hl (00447) de +e bl, 


VARIA AAM*/ 76 ui SR 4 AMS! 76 
EA AE AA (A + di 
Per (22), (60) e (65) si avrà: | > | su 


ig 


(66, dI >.(h mona, (#1 dr eso ) de + (ui, — th, PARSTZII 


io 
; «È 3 





Basta ora assumere e abbastanza piccolo che, oltre alla (58). 
Da S Do e it NOE UZIA Ar 
Pia i RI ERE ie Pet 


ana sia MIO. o CHA 
, È OE pienamente dimostrato x dgiro. asserto. 


er. 
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SULLE PODARIE DELLE CURVE SGHRMBE 
NOTA 


DEL 


Dott. EMANUELE RAIMONDI (a Milano) 


Î ' 


(con due figure nel testo) 


Mentre le proprietà delle podarie delle curve piane sono state studiate 
da molti e sono oggetto di pregevoli lavori (‘) nulla ancora è stato fatto, per 
quanto sia a mia conoscenza, sulle podarie delle curve sghembe. i 

La presente Nota rappresenta un tentativo per stabilire una teoria dell 
podarie delle curve sghembe, applicando, gli ordinari metodi della geometria 
differenziale. ; 


Preliminari. 


1. Sia C una curva sghemba, riferita a tre assi cartesiani ortogonali 
(e, y, 2) ed M un punto qualunque di esse. Detto s Parco della curva che 
ha per estremo M e per origine un punto fisso della curva stessa, supponiamo, 


(4) Vedi in proposito: G. ,Loria, Spezielle algebrische und trascendente ebene Kurven, 
v.H—-Maclaurin, Geometria organica,, London 1720— Ba risien, Aire de la podaire 
oblique de la développée oblique de Vellipse (Nouv. Ann. Math. 4° Sér. I, 1900); Podarie rispetto 
alla parabola (Period. Mat. XVI, 1900-1901); Sur les podaires successives d’ une eurbe (Nouv. 
Ann. Math. 3° Sér. XIV, 1895) — G. Loria, Le trasformazioni pedali ed antipedali nel piano 
e nello spazio (Period. Mat. XXII, 1907)— A. Rosén, Om fotpunktkurvers karakteres , Lund 
1884 — F. Ruffini, Delle linee piane algebriche, le pedali delle quali possono essere curve che 
‘hanno, potenza in ogni punto del loro piano, Mem. Acc. Bologna, V, Ser. IV, 1895) — S. Ro- 
berts, On the pedals of conic sections (Proc, London Math. Soc, III, 1869-1871) — F. Tei- 

. xeira, Tratado de las curvas — E. Catalan, Melanges mathématiques (Mem. Soc. Liège, 
E 2° 86. XIII, 1886) —J. Steiner, Vom Krimmungsschwerpunkte ebener Kurven (Crelle’s 
Journ. XXI, 1838) — J. Bertr and, Calcul differentiel, Paris, 1864 — G. Peano, Appli- 
cazioni geometriche del calcolo infinitesimale, Torino, 1887 — R. Raimon di, Sulle curve d’in- 
versione (Giorn. di Matem. XXVI, 1888) — G. Salmon, Traité de géométrie analytique (Cur- 
bes planes), Paris, 1903. 
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Tn Sagra DEVRl Doe b a 
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che le coordinate LMR RON, del punto M siano fanzioni note di PA SUPPONIAMO), 
in altri termini, che siano date le équazioni parametriche di Cr 


(1) 208) LARA: VIS E 
Il difterenziale dell’ arco è dato dalla relazione fondamentale 
rc ds = do 4 dj? + da. È 


Indichiamo con T, N , B rispettivamente la tangente, la normale principale 
e la binormale a © in M e rappresentiamo i loro coseni direttori TISDEEA 
mente con } 


* 


(3) ; (a,b, 0) 5 qa sw 3%) , (a,b; 


Questi coseni sono fanzioni note di s, che soddisfano alle relazioni 


n L 
r Ì E 4 


(4). | Data > SL i Za? =1 


pad | (5) DETTATE RATORI 9 nn 

Supponiamo inoltre che, quando il triedro fondamentale della curva C in 
M (avente per spigoli T, N, B) si porta a coincidere col triedro formato dagli 
assi 0, y,2, in modo che le direzioni positive di T ed N vengano a coinci- 
dere rispettivamente con le direzioni positive degli assi x e 2, la direzione — 
positiva di B venga a coincidere colla direzione positiva dell’ asse delle y. | ho 

In virtù delle (4) e (5), il determinante dei nove coseni direttori è orto- — 
gonale, e, per quest’ ultima ipotesi, il suo valore è 1. Abbiamo cioè 


I) 





In queste «Badizioni. ogni elemento del determinante ò uguale al suo com- 


re 1 





plemento algebrico; abbiamo quindi le relazioni: i Ap bra 
(7) bevagi fi Iy ODENSE DEE ap Bi; 
(8) si s0.= og — by Spe d a t. 
(9). \=b_ p= ca — ar | d = af Seba Hi È 








| nelle quali p ed r sono rispettivamente i raggi di prima e seconda curvatura 


ME105)= «+ 


Ricordiamo infine le formole di Frenet: 


da \ db WU de EGP 


PI ara 1 

NE deg da'_\ BL Sy 
SMB dere 1 dani 
MD lau ETà FLORA 0 O CO 
MH) 


3 fond dard DL : 3 , 3 . 
di C in M, SARO ed n sono rispettivamente la. flessione e,la torsione di 


è 


C in M. 


- 


2. Ci proponiamo di studiare la podaria o pedale della curva © rispetto 


. ad un punto fisso, ossia il luogo dei piedi M, delle perpendicolari condotte dal 


| punto fisso alle tangenti alla curva, o, ciò che è lo stesso, il luogo dei punti 
d’intersezione dei piani condotti pel punto fisso perpendicolar mente alle tangenti 
di C colle tangenti stesse. 

Chiamiamo C, questa curva bi adottiamo per essa gli stessi simboli adot- 
tati per la curva 0, muniti .dell’ indice 1. 

Supponiamo infine, come è lecito, che il punto fisso che figura ne:la de- 
finizione della podaria sia l’origine O degli assi coordinati. 


ei 


Triedro fondamentale e curvature della podaria. 


3. Consideriamo un punto qualunque della tangente T alla curva sghemba 
C in M, le sue coordinate sono della torma 


(13) q=%-+| at 3 Ui=WE bid, Di = ie 065 


6 nelle quali t è un parametro arbitrario. L'equazione del piano condotto per 


» 
4 


bo 


ia 
+ 





l'origine O e perpendicolare a T è 


M 


i 4) | SLY +e4=0, 


_oveX, Y, z sono le coordinate correnti. Affinchè il punto che ha per coordi- 


nate le (13) stia su questo piano, è necessario che sia.’ / 


ac + at) + by + bt) + c(@ + ct) = 0; 


VOL: EVI. ds A 14. 





Cai 


PISO SORT 
+ ra era ne 





quindi, per la prima delle (4) ni ARCA pote Rari 


, À : a Da 


Bio: : dunque le coordinate del punto M, che genera la podaria C, di C, rispetto ad 


MJ . O, sono le (13), nelle quali t ha il valore dato dalla (15). ot stri 
È: Dalla (15) ricaviamo i À Ri n ; PAR, 


da cui, per le note relazioni 


dee  dy Cig SAI AIR 
(DR) ata gel ar io - 


e tenendo presenti le (4) e le (10), abbiamo TU 
dt T pa 

1 =iseni a 3 
o = 0141), i 


dove si è posto 


(18) ct Via. Vee” Dee sha 
Analogamente, derivando rispetto ad s le (13) e tenendo presenti. le (10), 


le (16) e la (17), abbiamo 


SNA 


Mes 









? i è 
da 1 NR DI ARRE I 
== (tX — ma Mae 7 
ds pi ), Ai 
SAR, 
È A: 





TE =- (a À 
(19) Ae Urano pre 
) de, Nada 1 ; | * ar A: di oa 

ds IERI, p (ty fan te). 4 x L pi: si Put Mi 
Pa \ y LA î Td RR toe Id 


Detto s, l'arco di U, terminato in M, e computato a partire da un’origine fissa 





è, 


su C,, si ha È MARRORI i 3 10 sE AA 


| I dg pi 
(20) de = da? + dy, 4 de, fu. 
i 1 i _ ic Î, SON al i LISA 

a Ie SETTA 


quindi, quadrando e sommando le (19) e tenendo presenti le (4) e le (5), e) 


ds ? Gi : i c® ; , i SA? 
de e 





ife 





È s dt eg e A erae de Yat; 7 F SA > ‘ coei 
Mad Mt, pi ne” #w pel 
Loi J e 
VIE de 0 Mi PRU 107 ) 
? A RA . % # 
pai v; o) ? 


de e peri t° 4 e? | v9A 

Se poniamo = Ms) cioò (8) — + ere e se conveniamo di fissare i 

- $ n x x" : ts j 

il senso Ria ca curva ©, in modo che |’ arco s, cresca al crescere di s, 


risulta © — “>O è @ CO > 4 
. ù ga 17 Vi + cè 
(SI i fej= ———. 
Api A DI p sÙa 
Essendo f una funzione nota di s, Za formola ho 
(22) > 0 da SA de D. 
permette di calcolare Varco s, di C, in funzione di s; essa dà i di. 
pa i be, / (8 | Dì 
oro = [fd I I 
0 - “7 


| se conveniamo di assumere come. origine degli archi su C, quel punto che cor- 
bi all origine degli archi su C, ossia il piede della perpendicolare ab- 
. bassata dall’origine O sulla tangente a C nell origine degli archi. n 
Detti a,, d,, c,, i coseni direttori della tangente T, a di in M,, si ha 


de, ALTARI de, È: 
Pel rat = — GU — — | Taba 

d, ds, o) L ds, ’ 4 ds, ’ di. 

. \ ; È 

ovvero, per le (19) e la (22), cia) 
I — Ta d tu — td sh: iv — ne i id 

(24)  a=-—-_ b= ez mi 

‘ 4 pf ) 1 pf 4 ) 41 of b) ; Ri: | 

* i 3 | «SR 

che moltiplicate, rispettivamente per x, 8, { e sommate dànno : pi 


2 


ETNA ANA) 
a ja = - Ki — TAUO 
4 pf ‘ b 





fe per da (8), sati Wi i di vi 
LE (CA Saga = 0. | DIR i 
iù d; î . » 

À Quindi, la tangente n, alla podaria C, în M, è perpendicolare alla binormale B_ ts; 





MaI 


di o in M, ossia è parallela al piano: osculatore di CO in M. 


Ù 





‘Detto 9 Vl angolo che T, fa con N, V angolo che T, fa con T è 3 — 0, 


\ 


























Nr RI ATE 
così = Za, ; sin 9 — cos( 


— —- ì 
; ù 
9 i 
? i ; 
i ‘ VA 
È 





) RE, t ! i i x Da: LT 
3 È P Tala: » ara 
AS | X Ga 
| 4°. ’ Alb E. ai AA 
pf tti P j N i È 4 n A Pa 


e, moltiplicate invece per a, d, c e sommate, dànno : 


1] i è: 2 , 7 , ES ° "i ;9 È 
Za,a ennio a n . 232 


LI d Va a 
pf È SERA TESA 


s quindi DA I : 


(25) c08.0. ae sinti 


In virtà delle (25), le (24) si possono scrivere : 


a, =)cos8 + asin@, sane AR 


ey  b,=|Lcos@ 4 dsin®, SRI 


c.=yc0809 + csin 6. 
A ; î) 
Derivando rispetto ‘ad s la prima delle (26), si ha: 


‘ 


dai __ dì da Us ERA 
NSA così 4 de sin 6 1 (acos9 — \ sin 9) Fa 








‘ovvero, per le (10) e le (12), 


= (£ + 7) coso 4 Si + (a così A de RESO SE; 







uN 


da cui 


- 


da, Pd 
ds 


1 OIRd i 
n 7 — 7°) (00089 — a sin) — È c0ss; 


fe; 






e, ponendo per semplicità chat. LAI, 1 SPARE 2° CSR RR 






(7) gs 














che è una funzione nota di s, abbiamo , ERE 7 i 

da, — î DAB 3 

+ = d(a così — \ sin6) — — così E 

s ds È (a 4 1 ) r ® / è 

I Li I 

e, per la (22), È 

Sa i da, — d I È. 

) are così - — \ sin) SEO: A 
5 ds, cv (© ) rf è ì Li ‘ 

{ AE I de, i SE 

' ed analoghe espressioni. si hanno per cre air . Ma, detti Ai Vi i coseni - fa 
; 1 4 AL 
o direttori della normale principale N,, € p, il raggio di flessione di C, in M, "5a 
«ber le (10) SY Ri; 
da, i: ì, db, RETI de, - Vi ‘A 

ds, ai e dele o Reed Lig ; di; 

quindi — d 

«i 3 NH } ), 5) ; 0. ci IA 
_.  — = -—- (a così — \sinB) — — così, . i dae Si 

È kE: P, e L, ; , rf # ] 

È Py ST | g | A 

(28) ine ® così — p. sin) — — così, Re 
Peg METTI (#2 08 

Des a y 9 È «all } 1 ta ov 
ie | FT SR 

--— = —- (e così — y sin)) —f — così; . 0 NERE 

i Pa i Ji ne rf DAR SA 

dalle quali sì possono ricavare i coseni direttori I, {3% della normale prin- i di 
cipale alla curva ©, in M, in funzione di p,. if : ge 
Quadrando e RA (28), abbiamo aaa 5A 

: : ’ 7 Pi: x 
SICA Dia? | ue 
3% ara: 2 2 2 2A __ at Mel 2 BRA 
È 7 (La? cos? + LX sin'6 — 2 X di sin cos) + pp cos?6, II pi. 
da cui, tenendo presenti le (4), le (5) e le analoghe per la curva C,, > 
fia Lig pS mi LE nc 

- Questa formola esprime ” flessione della podaria ù, in M, in funzione dis. © 4 


$i, » ; i, 
gu : "a Tg 
vie ‘ i A E 








dico Il radicale va preso col segno positivo, tolo; comé è noto, del raggio: ale 





: flessione si considera sempre il valore assoluto. Me: È 
x \ Calcolato p,, le (28) danno, come abbiamo detto, i coseni direttori della — 
n normale principale. \ dr SI A Aa Bea D : 
BS Mi Indicando poi con a,,f,,Y, i coseni direttori della binormale di Ri inM, 
E per le (8), abbiamo DINE Ra: Da i 
L 
(RI 
‘i a,=| €, paga 
i MSI 
È: sa ovvero, per le (26) e le (28), 4 x % 
Ù, = SO y così + e sin0 Ye così — y sin9) — da così ’ 
L così + d sinB - $(0 così at usin0) — È OsÙ 
wi \ I 


. da cui si ricava facilmente pura si 


Sh SI STE Da | 
L a, = d(vb — pe) — no (A — pr) così + sin) (e8 — by) 
4 ; ; E . I 





ovvero, per le (7), le (8) e le (9), Su ita muti, a 








i Ta Berne 3 
DA aj= — dd — (a così — X sinB) ; 
i peste: pra MINO, È 


ar Y = LO gone 


ed infine (scrivendo le analoghe in CH SEDI abbiamo i coseni. direttori della 





binormale a ©, in M,: x LR x SENO 
Sdi i À Ma Ie 
È hu Aia 
sE così. i xo With 
to. dr CRI (A sind — @ così) — dal, |. cere 
“i I’ 
# Ne. 


Has 





(30) I B, a così (pi ji 0; 000) or] ; si va 5) Fai. 


così 1 sind - Do -0 e 6086) - = | La 














Sh DIA DE così. \ reg È 
| a Meri % (X sind — a così) — da, | > i : d 
i A SN Il ss È > . a 
Age così È gt a 
(IVANO; prep: (4 sind — d così) — dB, A 
i i % " Rc; 
i "COBOL E 
i 7 na (y sin9 — e così) — dr, i 
A - 

di a 3 È ; È | | . i n e 
“le (80) sì. possono scrivere così: da | si 00 al SN DS 
) È “ae 

i 1 RAR Da a 
uifrato nn “RE, ge e ’ ita) Di; 
da cui derivando si ricava i / 08 


4 LEE SIN E, Sand: p dl il 
nua); ME da =. }# À i jet 


ni N, 


' FFAE 
4 


Di = 


con le analoghe Tn Prev ani ci ion DE Ere de 


= 


St RATA, RR 
| Calcoliamo le derivate +) SVI Dalla (29) abbiamo 















| vr % cos?) 3 
? 2 È È Hu ® 
dalla quale si ricava (indicando con un apice le derivaterispetto ad s): 


a iii 77 rage 


(88) * Slirc u 
bi GRA ‘ (8*r°.L c0sÎ0)? 





Derivando la prima delle (31), e tenendo presenti le (10), le (11) e le (12), 
| abbiamo -. IT RI 


RE si 13 Gt (A sind — a 5%, — Dad —_ è da qui 2 seta | I 


> 





Ai. 






i s da (+ z) sn) —F-cost+01 così + a sia) | ? 

















x 


ovvero, per la (27), ie, e TE ANI RESET AZ "I ge 


I 0 0 
34) di _ sint Ered n, 9 aos) a 9Ì + 


ae i i così 


E 








(Ma 0) sin9 + A così) LE: : a : 


Ma, per le (11) e la (22), i "a 
è A A 4% da, x 
r, dsj. fds 


quindi, tenendo presente la (32) e le analoghe, î dn ( \ 





1 4(a\ |A LTISR 
TE dtt Fide * 


is 
i] 
S| 
|a 
peri 
|P 
ba 
+ 
|P 
Di 
S 
i 


ee 

| 
3 
sla 


che, moltiplicate rispettivamente per a, f, 7 e tea Sa 
LETI) p a | 
— jd —=—- —|+)]Nla +4 Ya si TRI 14 007 Ve. 
FALAenE He) n agri 





D’ altra parte, moltiplicando rispettivamente per a, B, | sia le e» che 
la (34) con le analoghe, e SOMIRAnO si hanno le due relazioni: ;;////00° 


° ; 7 : È CRELAMIO 
. ri x sa fio” i 


Cole, deo 


r° 





sino 2 o e] 


S Ì x $ fl 
i È D, Vent 
quindi : A DOSI ONE ELE pb 
i i dà SOT MATITE: 





er i d dio DI ; sino così Fica, so È 
ara Sl: Sa Bi — cd age PI 


LI a È - > ni RI Mit ei 


—X INC ima 2 
Pica Ia 











RE peo) 3 (a L 2 2i(9 sino ch 
Da CITA È i; p: rr 1 ds f E pi È des ’ 





Val 


PE 


’ 
e fr Ni 
tale . 


MI. pcs î (5) "(or : n) Ol 
3 di —‘1_9@r_-(+ Lr + —_—_—_||. È 
i eat at CASE | % 


Osservando che, poichè dalla (29) si ricava < 





pi Mg, \ i SE 
i se 3 SOT cos nre ; MERI | 


b : iu E 1 
ate N I | pi R\ v, pre 2 7 DELA î 
a (33) si può SE ; 


"dt - 





; vani ata” 2) sa così(r@' sind + r' così) — 199. sr “a 
vabaa VS (er + dia rf A: SRO 7 Pn 





& 
(i 
na 


î sostitmendo nella formola precedente, si ha 


Tore così — Iosat re sin) + r' Susi — Me, sin6 così 


Rapa Pe cr i . ij i ù Sq 


Sh TREIA fr LEA cos?0) IE rf i 
> ossia, riducendo ed osservando che i A 


Giu 


d 
7a (Ha 


dr gr= 
i ari ET 


st 


Kad 


pi sing & 0 così sla Di 
a 5, I si 


_ sin) 








4. I risaltati Aden possono essere raccolti nel seguente uonciatà Si 
La podaria 0, rispetto all orga Sgt assi o della curva. 0, Ari bio 











$ punto M di coordinate ® Pg Mo 
“o de toi = (8) 3 430). A A SCO ae? se 
A sie & do 4 AIA p | 1 ELE 
De | è il luogo del punto M,, di coordinate —— RARA CR 
3 0 





dove MI 7 E RE SARE AZIO 





“n (87) RIA t=— Law. LA OO 


lu" È : Ù Ù la PA 
JAR i À . } A È o | / SERIA QIRTARI A 
Bis Posto inoltre + i . 9 LVII E dg VERRA 
(38) i t= La, i L rigl NOE tag 
i 5 n, 


ed i x i i aa LI O an a LIA 





Crt) on i Wai MA 


il suo arco 8, è definito dalla formola: dr e R$; » STE i, die SI n 


LeS 









Ue (40). di DARIO da SF 





Uni dii a 





i la flessione di C, in M, è 


e di coso 
(42) : 3 f a TR 2 


i coseni direttori delli Nanoonta: r, alla o, na M, mio va 


4 





"20 coso so a sind, 
e ao | si 


Aes 


CA => così +e: sin né ; 






n * 





i coseni direttori della binormale B, alla O, in M, sono 





o $È : <a” "N È ò così 
CIN SA "> A|PI 7 Mi sin) — (ri di da È 
LITE copy [Wosd Rai: | 
(44) od B, SS FF (sind — d così) — dE|, 


così 





# quelli della normale principale sono: 


. 


sf 2% sl A (y sin — e di ar vi ; 


dp, op, 
> User \ sin) — —+ 9, 
I e $ vi cos sin0) tf COS 
n © do fp 
- (45) RO sintesi TOR regie 3 : 
} pesi LIE ) n aL (e così — y sin0) — IPL così; 
eci SIRIO o iL. i rf 
infine, la torsione di ©, in M, è: à 
d sin) così —— di Di 
dii corra Co “rò sin sa 2ORV TT (r ) sino 
ATI LICEO r, To f(cos + r °9°) 


5. Vediamo quale è il significato geometrico di alcune delle funzioni di s 


che figurano \nelle formole precedenti, ossia di 


4 


” 


POR: ti Vere rv Î(8). 


i | Per iinizone 0 è l’angolo che la normale prin- 
cipale N alla curva C in M fa colla tangente T, alla 
| podaria C, in M, (fig. 1°), sia 
ont lu; SORT MM, tra i punti corrispondenti M 
ed M, delle curve C e 0, ‘come si rileva ‘dalle (36). 

S N “Handiito ì, p, yi coseni direttori della normale 


4 





3 SERE dana= 
N ur. gie v Ù } ) 


4 pla SE NTRARE MIL 4 È 


principale in M a 00, lequazione del piano rettificante. 


‘ 








se 
O 
INS 








ì 
} 
p 
DI Ni lo H 
VIN G 
ATEI. 
SA IS. 


H 

sor 
ra GR 
Xx 


sr 
da 














X_I6 X 





È. quindi il valore assoluto della distanza dell'origine 0 da questo piano è » 
$ Lg 

\R + rese De I, 
A VIETARE i 
o . tenendo presenti la seconda delle (4) e la (38). Dunque © rappresenta la di- 


stanza dell’origine dal piano rettificante di C in M. 
‘ Se O’ è la projezione dell’origine O sul piano osculatore di O in M, come 


) 
rilevasi dalla figura, © misura anche la distanza del punto M, dalla projezione 


: 

È O’ dell'origine sul piano osculatore di C in M, ossia” LIM Segue che | 
Ù ; i . 
; Vada =0"M. 

i: . Infine f(s) è il rapporto degli archi elementari delle due curve O, e O, come 


gilevasi dalla (40). è 





Proprietà della podaria. 


l 6. Abbiamo già osservato (N. 3) che la tangente a O,.in My, è parallela 
L, al piano osculatore di © in M; ma il punto M, appartiene a tale piano, quindi 
s la tangente a C, in M, giace nel piano cia di C in M. Segue che dl 


Li 


ve: piano normale di O, in M, è perpendicolare al piano osculatore di © in M. 


Dal triangolo MM,0', essendo MM, = t ed OM, — tr, si ricava 





tang M,MO' = TS TRO % 


A ma dalle formole (25) si deduce, sempre in valore assoluto, 





tangî — + : 


quindi pa pia “Asi 
MMO'=—9, | (moda); 
ossia, la tangente T, alla podaria lo; in M, e la projezione O'M del raggio veto 
tore OM sul piano osculatore di O in M_ sono ugualmente inclinate rispettiva. 
mente sulla normale principale N e sulla tangente T a C in M. Ciò permette di 
costruire la tangente T, a C, in M,, e quindi anche il piano normale. 
Poichè il punto medio H dell’ipotenusa MO' del triangolo rettangolo MM0° 
dista egualmente dai tre vertici del triangolo stesso, il triangolo MM, H è iso-' 
scele e quindi è — MMH = MM JB. Quindi M,H è PORRI alla tan 


n Y v p È i AVI 




























gente. T, a O, in M, ossia M,H è normale a C, in Mj; segue che il piano nor- 
male a C, in M, passa pel punto medio della projezione O'M del raggio vettore i 
OM sul piano osculatore di OC in M. ; Vo 

| Detto R il punto dove la retta M,H incontra N, risulta dalla fig. 1* che i 
MR—= M,0° e quindi che O'R è perpendicolare ad MR; segue che OO’'R è Ri 
perpendicolare ad N in R; ossia # piano normale a ©, in M, taglia la nor- 
male principale a C in M nella projezione R. dell'origine O su questa retta. 

Dal triangolo rettangolo QM,R emerge che la distanza t tra due punti cor- 
rispondenti M ed M, di O e C, è media proporzionale tra i segmenti che la tan- 
gente T, ed il piano normale a :C, in M, staccano, sulla normale principale N. 

Infine osserviamo che se C fosse una curva piana, il punto O coincide- 

rebbe con O’ ed RM, diventerebbe la normale alla podaria. Dalle considera- 
zioni fatte segue che, in tal caso, la normale in M, alla podaria si costruirebbe — 
‘congiungendo M, col punto medio H del segmento MO; proprietà notevole delle 
podarie delle curve piane, che si suole stabilire per altra via. 


a) Pseudopodaria. LS 
__ 7. Studieremo ora la curva luogo dei piedi delle perpendicolari abbassate da 
un punto flsso (che supporremo sia lorigine degli assi, O) sui piani oseulatori 
di una curva data C, luogo che, per distinguerlo dalla podaria, lo chiameremo 
pseudopodaria, lo indicheremo con C,, e muniremo dell’ indice 2 tutti i simboli 
che ad esso si riferiscono. 

Per l’esistenza della pseudopodaria è necessario che C sia sghemba, perchè; 
se © fosse piana, evidentemente la  pseudopodaria si ‘ridurrebbe ad un punto, 
proiezione del punto fisso O sul piano della curva. i 
«Un punto qualunque della perpendicolare condotta da O al piano oscula- 
tore di © in M ha la coordinate del tipo 


(S \ , 


(47) dg = ASTI Y = Bo ù gg = "6 


nelle quali c è nn parametro arbitrario, ed a, 8, y sono i coseni direttori della 

-binormale a C in M (N. 1). Affinchè il punto che ha per coordinate le (47) \ 

stia sul piano osculatore di C in M, di equazione 
SaX— 2)=0, 


A “ 


è necessario e sufficiente che sia 


, 


di i È La(ao — a) = 0, 


bh, Ù è - 








quindi, per le (4), SIOEA RT i PE, “E 1 di 
(48) Sa, o= ax. 


o, 3 Dunque, 10 coordinate del punto M, che genera la pseudopodaria sono 
COLA se le (47), nelle quali ha il valore dato dalla (48). S poland Di 


Mo; "E Derivando la (48) rispetto ad 8 abbiamo "a a din È 
sg 1 ) 3 : A i ; | h; 
Te . ci P Ù] % 


ue pi | i — do nad È dr fo | 
pis; = i+ ao; p TRE i 7 


dg de 8 II etni Mino F 


I, i 

ovvero, per le (11), le (16), Ie (5) e la (18), i 
19 ds dv o) È i A I 
LUO dr 


Derivando invece le (47), tenendo presenti le (11) e la (48), abbiamo (O, 


; 


(50) du, . }6+ar uo + fr Br de, VO-Par s 
das p 3 de n de i Ana 


MRO ci 





Pi, tall 


dalle quali, quadrando e sommando, e tenendo presenti le (4) e T 6, si 
ricava s 


(SITE 


A Gue 


che si può scrivere 





(51) ria i da = g(8)ds, | SRI ps 





2 
con ; A gio» > il 
j CA AI 


nol E, | | 3 3 | 
“0 (52) x CSTERE 


‘ poichè si ha dARI pi 


i È 7 Val TR ARILA SARA 
Cesa Ot? «=/ Po AT So 
se conveniamo di - ‘assumere come origine Ioni archi su Gi il punto che cor: 


risponde all’ origine degli archi su ©, ossia, la projezione di Si sul piano. 98cu- 
ratore di © nell'origine degli Da; i n pesa i 








o K ca 
PE RN TAI e 








; Pa Poichè d'altra parte” 


as ; CIVICI ) 
R i _da, Dis dy, e _ &, 
L ll , CPT ' ? Tra BN; 
cd Kc 97 CARENE. 


in virtù delle > 60) e dalla .(51), abbiamo i coseni direttori della tangente T, a 
C, in M.: 


PI 


vio? x + ar io der i VO LT 
(54) > SE ’ bj E ’ sro b 


CA 


| Moltiplicando isla ultime. rispettivamente per a 06 sommando, 
si ha: | | 
L tds E 5 aa = 0, 
relazione che ci dice che la tangente T, a C, in M, è perpendicolare alla tan- 
gente T a C in M, ossia, è parallela al piano normale a: © in M. | 
Se. indichiamo con d SRUEdO che T, fa con N, l'angolo che. T, fa con B. 


DE DA 
è pa d e. si ha” 

ni 

9% 1 ver 

i ita cos ) = Za.) 5 sing = cos (5 —_ 9) = Dad 


first CANE 
‘ma le (54), moltiplicate rispettivamente per ),,y e sommate, dànno 


pa . 


po i ; È ì: È 6 n Lat 
En ici LaX}=—, vÉ SEA 
‘ è v a < ( É È d ro 
Pi ty e PIA i ) 
mentre, moltiplicate per &,8,% e sommate, dànno 
% x Pag 6 
p: i Za,a = — : 
ro 
quindi 
dp 6 : AU K 
09. Meet:  cosp= —. sind ==; 
0 a D” rosati nr rg’ 
a 3 | PE ; 
E delle quali, le (54) si possono serivere ) 
Ca Feet RA |_. d&=Acosp +asing, i 


b,=p.c089 + f sin $ a 


co=ycos$ + ysin di n ue, 


PIE AR 
AIA 
PRIDE 




















Ù e eno n4-+ Grant + snap rain) i, 





I oVVero, perle (11) e le (12), 





(0 5 - da, si così 
ST A dA 1, 


+ (acosì — \sind)y, | 


t 


dove si è posto SS CA e 


‘| Dalle (57) e (51) segue che | PRES © O SO Tie 


da, > cos (acosò — Asind)yf PAR PRETINO RT 
E i LAI I 


Ti 2 SE po ‘ P i # îr PAR si R- a 
i È . : ; 2 4 VA 4 i i; Ni, per 
e quindi per le (10), applicate alla C,, 








A Pi hi LUPA $ cos) | (acosy — Asinp)y. 65: N 

; ho È . ) 
rl cos) SLABCORY Hsind)y 
Pero PP: Pie 








5 Ù, È 3 


GORI | (cosò — vsind)y 
rale ea i e | 
si SE Sar i 


che, quadrate e sommate, dànno 


| RAT aa 
| | dor n pelo de. 


ovvero i NET GR 






Di, È, 
PS do A 
pI 3 


MRO I rr cl 
(o nTete PIE I 
2° D SIR Più en vi 











Nei 


s sto dr Ijcdbta che dà la fessione cu 0, in M, , in funzione di si 









da Et : 
o ot + (c0s$ — ysinb)y | a 


LI VIE 





i peosp + Asing er ) SS 1 (feosy — psiny)y | 


cioè ’ i e E ep e SA i ali 
de Tee i 


LARE STE AE — post si (ip — Bosi"); x 


ù PS 4 Gai » "og È; 
Ea 0 Pv UL e ge i Z ; i È: 
; p e nt a csien 


o acco + da) tag, 





- 9 « n 2; s i 
Pi . "97 +1 Pi È d 4; fa 

RR RO, a e i Ki 

ed infine PALE Se le TSI. 


c. ad Ò ° a \ 


dt ne es con - ; ìsing) {n 


ER 


Il 





8, gl Pico "0 :; 


Di; to: io AO gi N READ: 


| c, i hi 


i nt la) prima di queste cotiion tenendo ‘presenti le (10), le (1) 


5% ia 16 








D 5 È pi di ) ne” di < P pro 
\ Ro Td p RRSSAA » te” - x Wi put 








da, © <(p.\ | COS$ P.I 7 A cosù\' <» 
TA) +e |a (5°) coi 
\ A î ta. i 7 de 4 i % n C ; a $ ; Vv 


COS 








na + 


ver 


To 
mio iti Seriate 1 





tota] fo) canna 


dé SEIN, 


E] i (pn 





ovvero, per la (58), 


ù don DI da _,, Singcosy Di p,\' cos*” LA ROS 
|) (+ p° (6 pr È 


n, N ; J É “i Sa; er { È i SI AMEEA 





sof eBb00 (fe 


’ 


Ma dalle (11), applicate a C,, si ricava 





EDI 
n = 


AE ta 
2 SIA ins RSM AE RE 





a ae 


“ovvero, moltiplicando pel valore di o dato dalla (51), 


pai 





Peio gi 0 
ni in ds 


da, di, dr 


«ds ’ ds’ ds 
vali 


il valore. precedentemente, trovato e ho 
analoghi, ed a ),,{,;%, i valori dati "dalle (59), TP e tenendo. presenti le DI è 


_. 


quindi, sostituendo a 











#78: : \ Ben 

















COS "+ sin COS” COSì 
Se (EP le] info) 
| N 22 
| ; AO SENESE ana A Ita) pASOT, cost — singcosy 1 ti 
E; STAI EL REI va Rene, NES : 
3 a: — gsm) — dr (€) + 3 sn (2 ei 4 el 
i x ; ì ) cui x P » n ; ! È 5 È " Atp. a 
Vi era x or 3 V. À seggi 6 d È x 
3 () 1| È soi 3 4 (So veni de (25) te ) I(cos*g - no 4) DE 


i _. Ps 6084 | ; nie) è Ps (1° cos°dsin E) 
tt, 


it i] 


Ovvero, semplificando e tenendo gta che” l’espressione chiusa nelle pare 
tesi ee qel primo termine è nulla, 





RIU per) /ichs } sp, cost, singcost\ p, sine I 
 MCAPTTOA (+ much vi 
PIO N P Tr p P 








i Bd eni 3 
: È. DAVE A 3 cost) © cosel. Li Sindcost\ ©; sind 
EC ei a 


— Essendo noti 4 e Bi questa formola. ci da la torsione - di C, in M,. 
"i Ù be 2 


Pa n Fa È ' N 


3 ng? Riepilogando, possiamo enunciare il seguente teorema: 





è Sona M di coordinate 


Ta, pseudopodaria O, rispetto all'origine degli assi, della curva C luogo del 





Poste inoltre 


(65) 


(66) 
il suo arco 8, è definito dalla formota 


(67) 


N alla curva data Cc in M, 9 posto ancora 


Pi RAG o i + vd TE 
ue Lato 


1 


la sua flessione in M, è espressa da 


DS 


}| la 
(69) 


i coseni direttori della tangente T, a O, in dI, sono. 


x cos > asint , 


bea peosi sr Asing, ) 


cs = YEO8Y + sim; 
da a 5 t E 


direttori della binormale B, a O, in M, sono: 


0 
N 


«spa 


lt 








e quelli della normale principale N, sono : SEU | da 










. n 5 i acosò — \sint |’ cos fi LA 
L= t ya), dg 
| u pp ma 
RARE E dhe Bcosy — psind cos) i 
(EZIO AE ae ae ’ 
pur È Lp 
f ù f P 1 
; cos) — ysind cos)! 
Ù Ae n= e| 3 De nt; 
P PP 
ed ‘infine la torsione di O, in M, è data dalla formola ; 
o ? x LE ss ni È d (cost) — cos) (e da Et - x sai 
i Ty PA ds \..p } . P È p a 
9. Vediamo quale è il significato geometrico di alcune delle finzioni che 
È figurano nelle formole e ossia di ESù . 
uf 5 £ S 
Ù > dritta ra Fe » L(8). 
Per dentizione, è è ‘W IO che si normale principale N alla curva C in 
M fa colla tangente T, alla PORTA 0, n M, (fig. 2). 
8 19 da Ra 
? :9\I. 
| Bro 
pi y/0. I 
9 R VO MAIA it y IM, 
SCA E i 
ue. | Pig. 2. 
% <..0 è la distanza OM, dell’origine dal piano osculatore di C in M. CEI 
i Come abbiamo dimostrato al n. 5 sce la distanza del’origine dal piano : 
rettificante di C in M; quindi Yo + 1° misura la distanza dell'origine dal punto 
M, corrispondente ad M nella podaria ©, di 0: rispetto ad O. È i 
5° Infine (8) è al rapporto degli archi elementari delle due curve C, e C, come N i 
si rileva dalla formola (67). LIS, I | Wa: 








| Proprietà. della pseudopodaria 


10. Abbiamo già rilevato (N 7) che a tangente Ala alla pt e 
in M, è normale alla tangente Tao in M, 0, ciò che è Io stesso, è parallela ; 
‘al piano normale a € in M. Da ciò segue che è piani normali a © e 0; in Mo. 
ed M, sono perpendicolari tra di loro, Boch i Ra n 


è, Pa sp RX 


Osservando poi che, sia la T, che ìl raggio vettore. OM, del punto cor: 
rispondente della podaria sono perpendicolari alla tangente T, possiamo asse 
rire che la tangente T, a O, in M; è parallela al raggio vettore dei punto corri — 



















EROTICA della podaria. 
i Inoltre poichè il piano normale. a 0, è parallelo alla tangente T a (0 in Mj. 
quella normale di C, in M, che 9 giace nel piano osculatore di C in AD è par allela SS 


alla TV e dista di O8800;dy TE Bi ua 
11. Dimostreremo ora che il piano normale a CU, in M, stacca sulla Dinor-. 
male Ba C in M, a partire da M, un segmento MK — teot@, 


SE Infatti, poichè le coordinate di K sono della forma ; ER DEAVERTI 





x + aMK dif ICE da 2+ MK, 


essendo x} y , 2 le coordinate di M, ed a, ì coseni direttori della binors 
male B, e poichè K_ sta” sul piano normale a €, in M, , di equazione, LIE Ù 


deve essere 0/20 pe PARO DSS SaR 
Ya + aMK — 2,4,=0, 


Ovvero, per le (63) e le (70), 


Za + a(MK -— 0)}(Acosd -+ asind) = 0, o x "w gica: 
ag per le (4) ele (5) % 
cOspLak di singLra + sing(MK — 0) 0 3 


da cui, tenendo presenti la (64) e la RR IA. pe 


| Teo) Hd A + (MK Dai o)sing 0: 


pl, 





) 


( scosf + MKsing=0, 


e quindi, in valore assoluto, MEA Mi y 30) 
nt h e Io ; : - Se x d " Pa ri 


ViA 
x x 


SUIT. TRA MK = rcoty. 
+ Ù rr ( , È i i \ » 
12. fil tifitgmo col'ricercare e doliiizioni alle quali deve soddisfare la curva 
O, affinchè la sua podaria 7 dincida colla ‘sua. pseudopodaria , rispetto ad uno 
stesso punto. Si i | i i 
Evidentemente, perchè si, ‘verifichi talé coincidenza, deve essere nulla la 
Nt distanza t dei due punti M, ed M, ,' generatori rispettivamente della DOpSria 
VALORI SHE BAABacOne a n; deve essere, cioè, per la (65), 
i, s to Faz 


+ 


DU: di PINE da‘ ©@’ d dx dx 





S Pai la da a | Ad i 
10 deve essere OUR i dì 
| FUR o, 4 ex EL ag 
(74) 2 AE 0A Za Cai 


i , 


“Ora se ‘consideriamo Ù espressione del quadrato del raggio vettore OM 
- della curva O, che è i 





" dA ! pi a db \ ) 

K x é q = La? x lai La 
‘© derivandola successivamente due volte, abbiamo |’ I È: 
& CRITICANO vpi la da dal 

EEA E Li 9 pi ss | Loi 3 

TR O PO EA ds ds ds 

pro a (o SP SIDIRAE ’ 

î Lisi , CS x A ’ » 

va - quindi, 7 per, le @ e la IE i RA va 
i mu ma n att ma ps E; 

e e x 





‘con m ed n costanti arbitrarie. 


Dunque ‘la podaria O, e la. | pseudopoi 


uno stesso DUO: 0; coincidono 5000 a il quadrato d 








DI UNA TRASFORMAZIONE DOPPIA NELLO SPAZIO 
A QUATTRO DIMENSIONI 


fiv: MEMORIA II (*). 


DIC 


GIORGIO APRILE (a Noto) © 


i CAPIVA 


® 


SULLA IPERSUPERFICIE DOPPIA 


$ 1. Proprietà generali. 


40. Ipersuperficie doppia, 0 nodale, diremo la varietà P di S, luogo di 


tutte le coppie di punti congiunti ed infinitamente vicini. Chi@meremo ipersu- 
perficie limite ' quella, di S°, corrispondente alla» predetta. Della ®' gi oc- 
cuperemo nel Cap. VII. x 

Detto P_un punto della Mesi bavidio doppia, P, il suo congiunto (infinita- 
mente vicino a P), tutte le iperquadriche di Y passanti per P, e quindi per 


Pr formano un sistema lineare co? (n. 2); sicchè per tre altri punti infinita- 


mente vicini a P, e non siturti in un medesimo spazio con PP, passa, in 


generale, una sola iperqnadrica 2 del sistema 00° predetto, la quale avrà in P 
un punto doppio. E ciò perchè risaltano tangenti ad « in P gli spazi che con- 
giungono le quaterne di idee fra i detti cinque. Per cui 


Ogni punto della iper3uper ficio doppia è doppio per qualche iperquadrica del 
sistema X. 
5, SPIRIETO 


La De? ficie doppia appartiene alla Jacobiana di Y. 


Inoltre se Pè un punto doppio, per qualche iperquadrica di Y, non fon- 
_ damentale per la trasformazione congiunta (n. 19), la coppia di punti congiunti 


x 


() Questa Memoria è la continuazione di quella pubblicata con lo stesso titolo nel Vo- 
lume LVI (p. 90-112). di questo Giornale, 
V@L, LVII 17 








PI 


le A ent 


“i 
È 





i CALAMAIO I 





* )(:130/X e > “@ 


i 
h cui quella iperquadrica seca una qualsiasi quintica, del sistema [s;], passante 
per P, risulta coincidente a questo punto. 

D'altra parte Io spazio p, quale luogo dei piani del fascio (t, p), appartiene 
alla Jacobiana di X, epperò (n. 19): 


La ipersuperficie doppia 0 nodale ® risulta d'ordine quattro, e contiene gli 


Srsostegni di tutti gli Sconi ed S.-conì del sistema Y. 


In particolare (n. 17 e 25): 


Le superficie parassite di S, cioè : la rigata cubica K, i tre coni cubici 
Te, , da ciascuno dei punti fondamentali T;) ed i tre piani x; 


appartengono alla ®, e ciascuna quale luogo di Syvertici di iperquadriche del sì 


(protettanti € 


stema È. 


41. Poichè le corde di c, uscenti dai punti della retta-t = cp sono tutte 
e sole quelle passanti per i propri 'punti congiunti (n. 19), esse appartengono 
alla ® e costituiscono la traccia di questa sullo spazio p; cioè : 


Le corde di c, incidenti il piano c generano la superficie traccia della ® sullo 
spazio pj; la retta t=="qcp e le tre corde t; (congiungenti due a due i punti T,) 
danno la traccia della ® sul piano ©. 


Si noti ehe ciascuna delle suddette: corde di c, appartiene alla @, in 


qualità di S,-sostegno di iperquadriche specializzate (?) del sistema X. 7 


# 


42. Si osservi che ciascun raggio p di T incontra ®, nei due punti pK, 
e nella coppia di punti doppi della involuzione dei suoi punti congiunti (n. 26); 
sicchè ogni raggio di I incontra ® in quattro punti formanti un grupporar- 
monico. Segue allora che i raggi di I che son tangenti alla rigata cubica K, 
son rette iperosculatrici la ipersuperficie ®, nei medesimi punti in cui toccano 
la K. Ovvero (n. 38): Ne A 


La varietà V è luogo di rette (le sue, generatrici) iper osculatrici ia ipersu- 
perficie D, lungo i punti della rigata cubica K. 


‘La superficie K si può chiamare superficie de anena della ®, e le rette 
suddette tangenti principali della medesima. 

Si osservi infine che ogni S_cono del sistema (K) contiene una’ sola tan- | 
gente principale della ®. | ; 


(25) Difatti un qualsiasi punto P di una qualunque delle predette corde non può essere 
vertice di Sy-cono di X, poichè il cono cubico P-c, darebbe la sezione di tale Sy-cono con p: 
d’altra parte ® è Inogo di vertici di soli Sy ed Sy-coni (n. 40). 1 
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‘43. Notamlo inolir:, come si fece al n. 7, che la coppia ,di punti con- Po Ùi 
_ iunti ©,5, (©; è Ps, cono di (K) col vertice in T)) risulta costituita da un punto È 
P, coincidente col punto fondamentale T;, e da un pinto P,, in generale di- 
stinto da P, discende” che le generatrici dell’ So ‘cono. ©; sono rette a contatto 
‘tripunto con ®. Cioè: 


o 
La Moemerricie © ammette i tre punti fondamentali T, quali doppi, ed i 

tre Syoni ©; quali rispettivi Syconi quadrici ivi tangenti 

: 


Ed in modo analogo si dimostra che ciascun punto P della cubica fonda- i 
‘mentale "SARE Sannio (2) per la D. Cioè : 


La ® ammette. la cubica fondamentale c, quale luogo di punti doppi; gli. 


Syeoni di (K) aventi i vertici in detti punti, formano i rispettivi S, coni tangenti. ; 


x 


$ 3.— Le oo superficie di Weddle della ®, 





44, Si gue intanto che secando ® con un qualunque spazio 8 del fascio 
*) sì St una superficie di 4° ordine con sel punti doppi, sono: T;,, P Be, 
i= => 314 , 3). È la nota superficie di Weddle (?’). Per cui: 


a al dr 


La ipersuperficie doppia ® è Tag: di oo! superficie di Weddadle formanti 
fascio; questo ammette una curva base di quarto ordine ME dalle quattro rette 
che la d ha su T (n. 41). i 


\ 
sile: 


45. Si osservi che ogni piano x, secante K, incontra ® nella conica xK 798 

in una conica residua: dei punti comuni alle predette due coniche, due ap- un 

partengono alla €, (epperò doppi per la i, i rimanenti sono i punti in cui 7 tocca 
la predetta varietà. - 












i Ed in modo analogo, per i piani che dai punti fondamentali di 1% classe 
proiettano le corde di c,, si può affermare che ciascuno di essi contiene tre nà 
punti doppi di @, e risulta “a questa bitangente. . Î È: 
È In particolare i piani di ciascuna terna dei sei punti doppi, che la D am- 





SI ‘ . 9 " "È 
È È a "È 


(25) Ciò del resto risulta confermato dal fatto che tanto 9, quanto lo spazio tP risultano 
amgenti alla © in P (n. 41 è 9). 

(9) Weddle, On the Theorems in Space analogous to those of Pascal and Brian- 
pro” in a Plane [Cambridge and Dublin math. Journal, 5, (1850)]. LAI 
> Talò superficie è luogo dei vertici dei coni quadrici che passano per. sei punti dello spa- 
zio ordinario, d’accordo con quanto è noto sul sistema accennato al'n. 18. i vi "gi 










x 
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Si 


1) 


mette in ogni spazio del fascio (7), secano questa in quattro rette: le tre con- 
giungenti la terna di punti doppi che si considera, e la quarta sezione del 
piano di detti punti, col piano che congiunge la rimanente terna di punti 
doppi ; cioè ciascun piano siffatto è tritangente alla varietà ®. Per cui: 


I piani secanti K. lungo coniche, e quelli proiettanti da ciascun punto ©; le 
corde di, c, risultano bitangenti alla D. 

I piani delle terne di punti doppi della ®, scelte fra le sestuple che appar- 
tengono ad una medesima superficie di Weddle, risultano tritangenti alla pre- 
detta ipersuperficie. | 

A siffatti piani, in numero di 20, appartiene tr; mentre i rimanenti  ge- 
NEraANnO : 

a) il fascio (t, p), traccia di (t) su p; 

b) i tre S.coni t;c,, (d’ordine tre) luogo dei piani che da ciascuna retta t. 
proiettano i punti della c,; 

) i tre Syconi T;p® (d’ ordine quattro con T;c, doppio) proiettanti, da 
ciascuno dei punti fondamentali T,, la rigata Dp = Vp: S;coni che ammettono © 
quale piano direttore semplice. > | 


Discende facilmente la nota proprietà: che il cono tangente a ciascuna 
superficie di Weddle in un suo punto doppio, taglia la superficie nelle cin- 
que rette che congiungono quel punto agli altri cinque, e nella cubica gobba 
individuata dai sei punti doppi predetti. 


$ 4. — Una rappresentazione di ®. 


5 


46. Si osservi inoltre che ogni spazio $, uscente da uno qualsiasi dei tre 
piani 7,, seca ulteriormente ® in una superficie cubica /, con punto doppio: 
è il punto P, in cui fi incontra c, fuori di r,. 

Fissato un qualunque spazio a ed uno dei piani t;, ad es. io il fascio di 
spazi (t,) determina un fascio di superficie cubiche 7, della ®; proiettando cia- 
scuna di queste superficie dal relativo punto doppio P,, sullo spazio a, si ot- 
tiene una rappresentazione biunivoca di P su a. 

Difatti, se A è un punto di ®, lo spazio B== Arc, contiene una /, con un 
punto doppio P,: la retta AP, incontra lo spazio « in un punto. A’, imma- 
gine di A. TAC SER 

Viceversa, essendo A” un punto di 2, lo spazio A‘, contiene una f, con 
un punto doppio P,; la retta A”P, seca ulteriormente»f, in un punto A, la cui 
immagine è A‘, Per cui: 


, 


La varietà PD è razionale. 


Per maggior brevità si omette lo studio particolareggiato della snesposta 
rappresentazione, \e la ricerca di altre proprietà della ®. n 











CAPITI. 


ALTRE PROPRIETÀ DELLA TRASFORMAZIONE CONGIUNTA, 
E RELATIVE APPLICAZIONI. 


- 


$ 1. — Curve congiunte alle rette dello spazio semplice. 


47. Detta r una generica retta dello spazio S, ed r, la curva ad essa 


we 


x 


congiunta; dal fatto che ogni raggio principale di S è congiunto a se stesso 
(n. 26), si deduce che la curva r, appartiene alla rigata R, dei raggi di I 


. incidente » (n. 32). — Inoltre peichè R è d’ordine cinque, ed ha la t quale 


direttrice semplice, ogni spazio f passante per r seca r,: — nei quattro punti 
congiunti a quelli in cui la data ». incontra la rigata di T giacente in f, — e 
negli altri quattro punti r®, in generale distinti, ciascuno congiunto a se stesso 
n. 40). — Infine i punti fondamentali T, sono doppi per la r,, poichè ciascun 
S, cono ©; è luogo di punti congiunti al rispettivo vertice (n. 7). 

ca Earepnie 


La curva r, congiunta ad una qualsiasi retta r, dello spazio semplice, è di 
ordine otto, ha tre punti doppi nei punti fondamentali T,, ed appartiene alla 
rigata R delle rette di V' incidenti la data retta,» e ad una superficie del si- 


stema [0,]). 


Quest'ultima asserzione perchè una retta generica di S appartiene sempre. 
a due iperquadriche di Y (n. 11).—Si noti che i punti r,p appartengono alla 0,. 


48. Si osservi che la r, seca il piano t nei tre punti doppi predetti, e nel 
punto corrispondente, nella trasformazione congiunta, alla corda di c, uscente 


dal punto pr (n. 19). — Per cui: 


Ogni spazio del fascio (t) incontra ciascuna curva r, in un sol punto varia- 


bile, il quale è congiunto al punto in cui il medesimo spazio incontra la retta r, 


congiunta a quella curva. 


. E detta »' la conica di S' corrispondente ad una generica retta di 8 (n. 11), 
ogni spazio del fascio (t’) seca r° in un sol punto variabile. — Cio : 


Ciascuna delle oo° coniche di S', corrispondenti alle rette di S', sì appoggia 
in un solo punto (*), variabile, al piano ©’. — Per ogni punto di questo ne pas- 
sano 00. i 


# 


(28) Ovvero: il piano 7 è fondamentale della 22 classe e semplice per la trasformazione 
W, d’accordo col n. 21, 
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Sono quelle corrispondenti alle 00 rette pi 5 appoggiantesi ad ‘una me- 


desima corda di cal 


Si osservi infine che: una generica conica, del! sistema oo° suddetto, non ri- . 


sulta in generale incidente la retta fondamentale k'.— E ciò perchè il, cono di. 
(K), corrispondente ‘allo spazio della %' e del piano di ciascuna conica (qualora 
questa incidesse #'), dovrebbe contenere la retta corrispondente a tale conica, 
il che in generale non avviene. 
/ 

49. Se la retta » passa per uno dei punti fondamentali T,, essa appar 
tiene alla curva base di un sistema lineare (?°) oc? di Y; curva formata dalla 

fissa, dalla corda di questa uscente dal punto pr, dalla retta data » e da 
una cubica residua r,, luogo di punti congiunti a quelli della rettà data r.— 
Tale cubica appartiene allo spazio tr, passa per i rimanenti due punti fonda- 


. mentali è si appoggia ad r nei due punti in cui questa Lala È fuori dal 


punto T,, (n. 43). — Per cui: 


Ogni raggio uscente da un punto fondamentale T;, dello spazio semplice, ha 
per corrispondente ‘un sol raggio, @ per. curva congiunta una cubica gobba, pas: 
sante per i rimanenti due punti Fg rali, la quale ammette quel raggio quale 
corda. 


| 


su: o 
Ciò risulta anche osservando che ciascun T, è doppio per ®, e ripetendo, . 


per la suddetta 7, le considerazioni del n. che precede. 

Si noti pertanto che il raggio 7°, corrispondente al dato r, risulta incidente 
il piano ©’ nel punto corrispondente a quello (di 7) congiunto alla corda di 6, 
passante per il punto rp. TE 


50. Se la retta r si appoggia, in un punto P, alla cubica fondamentale 05) 
osservando che questa è doppia per ®, e ripetendo GOnRIde ezio analoghe a 
quelle del n. precedente, si può affermare che : 


Ogni raggio incidente la cubica fondamentale c,; ha per corrispondente, in 
S', un sol raggio, e per curva congiunta UN urti razionale normale, passante 


{ dI 


per i tre punti fondamentali "1 la quale ammette quel raggio quale corda. 


Inoltre detto x, il cono di [5,] avente il vertice in P (cono costituito da 


4 


ra Y . . . . Ù 
due coni quadrici da; vertice comune P, (n. 9)), e 7’ il piano che vi corrisponde 


in S', si osservi clie\ogni raggio r uscente da P, appartiene ad un solo S,-cono 
del fascio (di Z) che ha 7, quale superficie base.—Ne segue che 'il raggio #4, 


corrispondente di r, appartiene al corrispondente spazio del fascio (7°). Per cui: 


Ai raggi passanti per un medesimo punto della cubica fondamentale e, . cor- 


rispondono raggi incidenti il piano ia al dato punto della 6, di 


\ 
(29) E ciò Horche le 00? iperquadriche di X passanti per due qualsiasi Ran del raggio 


r, passano anche per T;j, epperò contengono tale raggio. 
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Discende pertanto che al sistema lineare 00° delle iperquadriche di Y 
passanti per r appartiene una sola iperquadrica del fascio (7,); la superficie x, 
e la quartica 7, (congiunta ad ») hanno quindi un, sol. punto comune, fuori 
degli elementi dondamientali. — A siffatto punto corrisponde in x’ il punto in 


e 


Gui + si appoggia a questo piano. 

51. In questo numero si fa un cenno, troppo minuzioso, di alcune posizioni 
particolari di »; ciò è giustificato per le utili applicazioni che ne faremo 
“VALE. USA | 

a) Se la retta r risulta incidente la rigata K, in un punto B, la relativa 
curva congiunta r,.Sì spezza nella cubica traccia di K sullo spazio bt 
(a. 15), ed in una quintica residua, passante per i tre punti fondamentali T,, 
ed incidente © nel punto-eorrispondente alla corda di c, uscente dal punto pr, 

Risulta facilmente la posizione della conica + corrispondente alla data r. 

b) Se la retta r è una corda di K, e non appartiene al complesso T; la 
La si spezza nelle due cubiche parassite congiunte alla coppia di punti Kr, ed 
in una conica, la quale ha un sol punto sul piano t, e giace nel piano che 
proietta da questo punto la data retta. — A tale retta corrisponde una conica 
r' giacente in un piano dello stelloide (7). 


. . . . . CA 
c) Se la retta r risulta incidente il piano t, la curva r,, ad essa con- 


163 
giunta, si spezza, nella corda di c, congiunta al punto B= rr, ed in una curva 
d’ ordine sette, la quale appartiene allo spazio f = rt. — A tale retta. corri. 
sponde una conica dello spazio f', corrispondente a detto f. 

d) Se.la retta r risulta incidente t e K la curva r,, ad essa congiunta, 
si spezza nella %, parassita dello spazio f = rr, nella corda di c, congiunta al 
punto B= rr, ed in una quartica residua, la quale appartiene a f; quartica 
che ammette la retta r quale trisecante, e con essa le rette della schiera co- 
niugata quella dei raggi di I incidenti (#) la data r (corde di %, incidenti 
questa retta). — La conica corrispondente a tale retta ha due RUDI sul piano 
©’, ed un sol punto sulla retta %'. 4 

e) Se » giace in p, applicando anche in questo caso il ragionamento del 
n. 47, ed osservando che VFo=®p. (n. 41), ne discende che la relativa curva 
r, risulta costituita dai quattro raggi di lp incidenti r, e dalla quartica (con 
i tre punti T, doppi) corrispondente, nella trasformazione congiunta, alle corde 
di e, incidenti r. — A. tale r corrisponde una conica del piano r'. ì 

F) Se r si appoggia alla c,, in un punto P, ed al piano ©, la quartica 
ad essa congiunta (n. 50) risulta sai nella corda di c, congiunta al punto 
rt, e in una cubica che ammette la data retta quale corda, —Tale cubica, dello 
spazio f = rt, passa per la terna T, di punti fondamentali, e per i rimanenti 

(39) Le rette di I' incidenti tale retta » generano una rigata, d’ordine 5, spezzata nel 
cono dasdrico che proietta dal punto rK la cubica %k3, nel fascio di I di centro B (n. 28), 


e nella quadrica delle cordejdi k, incidenti ». 


a PR 
x 


ì 
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due punti fondamentali (di 2* classe) pe, La retta r', corrispondente alla data 
r, risulta incidente x' e 7’. 

g) Una retta r incidente un piano parassita ©, ed il piano t, ammette 
quale curva congiunta: la corda di e, congiunta al punto rt, la conica paras- 
sita del piano t, (congiunta al punto rc), ed una eurva, d’ordine 5, trisecante 
la data r. Questa curva appartiene alla rigata cubica generata dai raggi di T 


incidenti r, rigata che ha le rette r, 9g; (generatrice di K uscente da T,) e 


e; (conica di K giacente in ©) quali curve direttrici. 

h) Se r si appoggia a t, ad un piano parassita t,, ed alla k, (dello 
spazio f,= rt = cr) in un punto P della conica c;, la curva ad essa congiunta 
si spezza: nella retta congiunta al-punto rt, nella %, (spezzata alla sua volta 
nella conica c,, e nella generatrice g,), ed in una quartica di 2* specie, trise- 


* cante la data r, e giacente. sulla quadrica dei raggi di I incidenti. questa 


retta. — La conica » che vi corrisponde, in S', ha due punti su © ed uno su 
k', è il punto G (n. 23). ° 
i k) Se r, dello spazio B,=="tt,, sì appoggia alla 9g;, la relativa curva 
congiunta risulta spezzata: nella retta congiunta al punto rt, nella eonica con- 
giunta al punto rc,, neNa cubica g,e;, edinuna conica residua del piano 79; , 
conica passante per il punto in cui il piano predetto incontra, fuori, di g;, 
la conica c,. d E 
Basta difatti notare che i punti congiunti a quelli (generici) di ». stanno in 
raggi del fascio di I° giacente nel piano rg, 
La conica 7’ ha due punti su 7, uno su k' ed uno su w/; (n. 24). 
) Infine se r risulta incidente la terna di piani parassiti ©,, la curva 


‘ad essa congiunta si spezza; nelle tre coniche congiunte ai punti di appoggio 


di r ai rispettivi piani predetti, e in una conica residua avente un punto su. 


ted uno SU 7. 
La conica r' che vi corrisponde, ha un punto su ciascuna retta della 
terna m',. 


i $ 2.— La trasformazione w. S 
52. Si è accennato (n. 19) che le corde di e, ed i punti del piano « si 
corrispondono biunivocamente nella trasformazione congiunta. Studieremo, in 
questo $, siffatta corrispondenza che viene indicata con ®. | 
Se s è una generica retta del piano ©, gli 00° raggi di T incidenti s 
formano una varietà V,, dl ordine quattro , con la rigata % doppia (n. 34), 
sicchè: & 
Alle rette del piano © corrispondono, nella trasformazione w, rigate gobbe 
d'ordine quattro (1° specie di Cremona, 10" di Cayley), con la cubica fon- 
damentale c, doppia. Tali rigate formano un sistema lineare ooÈ, avente per curva 
base la c, (doppia) e le tre rette pr, (semplici). 


# 


oli 
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E ciò perchè ciascuna V, contiene la rigata K_ quale doppia, ed i tre Sal 
piani parassiti ©, quali semplici. “A 
D'altra parte se r è una qualsiasi retta di p, la traccia sul piano t della ki 
varietà V,, luogo dei piani secanti K ed incidenti r, è una quartica con tre i 
punti doppi nei punti T,; per cui: i i 
Alle corde di c, incidenti una medesima retta di p corrispondono, in è, i Ù 
punti di una quartica, avente i tre punti fondamentali T, quali doppi, e secante g 
la retta t = tp nei medesimi quattro punti in cui tale retta incontra la rigata i 


d'ordine quattro (7" specie di Cremona, 8° di Cayley) generata dalle corde | 
| predette. 


Si può pertanto concludere che: La trasformazione congiunta determina, 
fra i punti del piano c e le corde di e,, una corrispondenza ocomnaRa ®, del 
4° ordine, la quale ammette : 
— in ©, i tre punti T,; quali IATMERtiTi doppi; (per i punti forldamentali 
ansa vedi il n. 55). ì 
in p, la cubica c, Quale fondamentale doppia, e le tre rette pr; quali fon- > 


dumentali semplici. 


x \ 

‘53. Siccome i raggi di F_ uscenti da ciascun punto fondamentale T, sono 
tutti e soli quelli dell’ S, cono ©, (proiettante K da T, n. 28), si deduce che a 
tale punto corrispondono, in ©, le corde di C, formanti la quadrica Qi, traccia 
su g di siffatto S,cono. — Si osservi che le quadriche gq, sono quelle passanti 
per c, e per le tre rette pt,, prese due a (UE: — Per. cui: 


Alla terna di punti fondamentali doppi T, corrisponde, nella è, la terna di 





quadriche q; passanti ‘per la e,, e per le rette fondamentali pt,, prese due a due. 


Inoltre se P è un generico punto di e,, e %, la cubica traccia di K sullo | 
spazio tP, il cono quadrico P-k, completa con. Pe, il cono Tr del Seema o ;h 
» di vertice P (n. 9). CENE TA £ 


(9 


Si osservi che essendo ciascuna 6, congiunta a se stessa (n. '3), le gene- 


ratrici del cono P-c, hanno per corrispondenti, in ©, punti della conica trac- da 
cia su t del cono quadrico P-k,. Infine si noti che ciascuna’ corda di ce, A 
‘appartiene. a due (soli) coni P-c,, Per cui: 6 {i n I 
14 Oi 

Agli co' coni quadri ici, ciascurto formato dalle corde di 0, passanti per un ; È 
medesimo punto di questa curva , corr ispondono ,, nella , co! coniche, passanti Re) 
per i tre punti fondamentali T,; le’ quali formano un inviluppo di seconda * È 
olasse. rat I A 
di 





Con [c,] si indicherà siffatto inviluppo. 


54. Con considerazioni Aa iughe alle precedenti Segue che : 


Le oo (rigate) quat iche di p le cui generatrici sono corde di c, , ammettono 
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i è . . 9; L ; . » » giu” $ . 
per corrispondenti, in w, le coniche della rete aventi i punti fondamentali 1, quali 
punti base. (k | at 


Discende facilmente che : si 


Ai tre fasci di raggi (T,,7) corrispondono in ©, i tre fasci di quadriche, 
individuati dalle quadriche q;, prese due a: due. ., 


55. Si osservi ancora che le corde di c, incidenti la retta cp =="t generano 
I la rigata Tp = Pg (n. 41), rigata che ammette per corrispondente, in ©, la. 
Nd quartica costituita dalla medesima # e dalle tre rette #, (n. 52). i 
w Intanto i punti di un qualsiasi piano 0 di f si possono fare corrispon- 
Di dere, in virtù di ©, a quelli del piano ©, assegnando quale corrispondente A; 
"8, « di un punto A di 7, la traccia sul piano o della corda a, che la ® fa  corri- 


spondere ad A. 
Per cui: 'S0; 


I punti di un qualsiasi piano 6 di p vengono ri eriti, in virtù di o, a quelli 
o, 2 
del piano c, in una trasformazione cremoniana d'ordine quattro, la quale ammette: 





il punto o7 quale unito ; per elementi fondamentali doppi: i punti T, su t, e 
Pi=90; 
th corrispondenti alle corde di c, giacenti in 0, e sul piano o, i tre punti in ‘cui 


sul piano o, e per elementi fondamentali semplici : su c, i tre punti. 


AO) 
ha 

Lan 
i 

ii 
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questo incontra i tre piani parassiti ©, 


Discende ancora (n. 53)? i "a 
A ciascun punto fondamentale T,; corrisponde in 6, nella trasformazione 












predetta, la conica 09;; ed a ciascun punto fondamentale P,, di 6, la conica . 
che corrisponde, in ©, al cono P;c, Ai punti fondamentali semplici corri. 
spondono : le rette # in 7; e le corde di c, in o. Meno L° 


$ 3, — La trasformazione &'. 


56. Ci è ‘utile dare un cenno della corrispondenza’, che indicheremo con 
w', assegnata nel modo che segue : ì i 
Ad'un punto generico A’ di c', corrisponde in virtù quia (gaeraazione 
W un punto A, di t, e la corda a di e, eongiunta a tale punto (n. 19); il 
punto A’ e la corda a si assumano quali corrispondenti in o. 
Discende allora, in virtù della trasformazione quadratica che intercede. fra. 
ALA 22), e per quanto è stabilito nel $ precedente relativamente ad è: 
a) Ai punti T'; corrispondono, nella w', le rette pc, (cioè T", non sono fon- 
damentali per ©). SIROg 
b) Ai coni quadrici P-e, corrispondono, in w, le rette di un inviluppo 
[e] della seconda classe. Per cui : i 


La cubica c, è luogo di punti fondamentali per la trasformazione v', ai suoi < 
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punti P, considerati quali vertici dei rispettivi conì P-c,, corrispondono rette 
. È Pa è 
di <', formanti un inviluppo [c°) della seconda classe. 


Le generatrici di. ciascun cono P-c, hanno quali corrispondenti, in ©’, 
i punti della rispettiva retta di [e]; i punti della conica luogo e’ sono evi. 
dentemente quelli che corrispondono alle tangenti della c,, cioè : 
st 
Alla sviluppabile delle tangenti alla cubica Fondamentale c, corrisponde, in w', 
la conica luogo e. 


' 


. Segue di Qui e ‘dal .n. 20, proiettando da k' le rette dell’inviluppo [c']: 


Gli spazi di S' corrispondenti agli $,-coni di ( (K), è cui vertici percorrono 
la €, s generano un inviluppo della seconda classe W' {e}, DIVE, da k' dell’in- 
viluppo di rette [c']. — 

c) Alle rette del piano © corrispondono nella «' le quadriche della rete 


avente la e, quale curva base. Di 


In particolare , alle rette #, corrispondono rispettivamente le quadri. 
che 4» (Pr 

* Essendo Pun punto di 6,5 e considerando le rette della stella (P, p) quali 
direttrici delle 00° quadriche sudette, si può affermare che : 


x 


N . = ; . . . . . 
A ciascuna stella (P, p) corrisponde, subordinatamente alla w', il piano ri- 


gato t'. 


d) Alle rigate delle corde di 


incidenti le rette di p corrispondono, in 
w, comiche del piano ‘n. 52). 


Ga 


Discende allora che: 


è 
x 


Ad una curva d'ordine n, generica del piano ©, corrisponde, nella w', una 
rigata d'ordine 2n con la Sa gobba c, n-pla. 


In BET alle 0o° Aoniene passanti per i tre punti ‘©, corrispon 
dono, nella le rigate di p che nella © corrispondono alle rette del piano t. 
Si ERE pertanto che : 


La trasformazione w', dianzi stabilita fra le corde di c, ed i punti del piano 
tr, è una corrispondenza biunivoca e. del secondo 0r dine, la quale ammette la sola 
cubica e, a luogo di punti fondamentali semplici. 


57. Si può ancora affermare (n. 55) che: — © 


I punti di un qualsiasi piano 6 di p, e ‘quelli del piano <' vengono riferiti, 
in virtù della w', in una trasformazione quadratica che ha i tre punti P,= cc, 
quali fondamentali di o, e le tre rette, dell’'inviluppo [cf], corrispondenti ai 


predetti punti P, quali fondamentali di ©’, 
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Se il piano o percorre il fascio (t,p) il relativo triangolo fondamentale 
percorre la rigata Tp; sicchè i vertici dei corrispondenti triangoli fondamen- 
tali di ©’, percorrono la conica # (n. 36), ed i lati dei medesimi, | invi- 
luppo [c']. i ; ga 

Ovvero : i pi 


Le rette congiungenti a due a due î punti di ciascuna terna di punti del 
piano ', corrispondenti, nella w', alle terne delle. corde di e, giacenti in piani — 
del fascio (t, p), formano c0' triangoli inscritti alla-conica t, e circoscritti alla 
conica c'. 


$ 4. — Superficie congiunte ai piani di S. 


58. Detto o un | generico TR dello spazio S, si indichi con o, la super- 
ficie ad esso congiunta. È i 

Le corde di c, incidenti o, trasformate a mezzo di è, forniscono una quar - 
tica con T, quali punti doppi, traccia di 0, sul piano rt. 

Uno spazio generico £, del fascio (t), seca 0, fuorî di t nella curva dor 
dine sette, congiunta alla retta dB ( n. ‘(DL €) 

Inoltre, se P è un qualunque punto di c,, e k, la cubica parassita dello 
spazio cP, il cono quadrico P-k, (luogo di punti congiunti .al rispettivo Ver- 
tice P, n. 9), fornisce P quale punto doppio di s,. Per cui: 


La superficie 6,, congiunta ad un generico piano dello spazio semplice è 
razionale (*), d’ ordine undici, ammette la c, quale doppia, e seca t in una quar- 
tica avente i tre punti fondamentati T, quali doppi. 


i LETT 
Si osservi che la traccia di o, su p è formata dalla €,, dalla corda di 
questa congiunta al punto ot e dai quattro raggi di lp incidenti la retta cp 
(n. 51, e), e la tracciay di o, su 6 è la curva o. Inoltre si noti che 0, con- 
tiene (semplicemente) le tre cubiche parassite, passanti per i tre punti A,=Ko0. 
Nel caso in cui la congiungente due di questi punti, ad ‘\es’’Ayi ide 
passa perl punto ot, la cubica parassita dello spazio tA, = TA, risulta doppia 
per la -a,. In questo caso, il piano 6 seca 6, nella ra ab, e nel raggio 
A,A, (che appartiene al complesso 1°). | Pi 
‘Dalle suesposte proprietà, e da altre che si possono ottenere a mezzo “di 


quanto è stabilito al $ 1, discendono altrettante proprietà della superficie 9°, 
corrispondente, nella w, al suddetto piano 0... / 


{ 
I 


59. Se il piano s risulta incidente il piano t, la superficie ad esso con- 
giunta si spezza, nella rigata di quarto ordine corrispondente, nella ©, alla 


. 
® 


(81) Qualunque 0; , ediigianta ad un qualsiasi piano o, è razionale ; difatti la trasforma. 
zione congiunta riferisce biunivocamente i punti di o a quelli di (0,. 








MEL I ] ua, È 


retta to (n. 52), e in una superficie 0, ,.d’ordine sette dello spazio f==to. No- x Tu 
tando che la curva congiunta, ad una qualunque retta di f incidente la cubica E È 
k,= RK, è d’ordine 4 (n. 51, d), ne discende che k, è tripla per 0,. i # 

La curva po, è formata dalle tre corde di e, giacenti nel piano fp, e dalla n 


quartica traccia su detto piano della rigata di p. corrispondente, in ©, alla 
retta ot. da 

La curva co, è formata dalla quaziita tira in ®, alla retta op en) 

è dalle tre rette t,. 

La curva co, è data dalle. tre corde di %,, e dalla quartica o®. A 

si punti T,; sono quadrupli per la 0, : difatti la cubica congiunta ad una 

qualunque retta /di f uscente da T,, incontra o in soli tre punti, i cui con- 





giunti sono quelli in cui la predetta retta incontra 9,; fuori di T.. 35 
Altrettanto si può dire per i tre punti P;= fc,. È 
La o, contiene le nove rette parassite T,P; dello spazio f (n. 23), — per «GY 


cui, o, contiene complessivamentè : le 15 rette che congiungono i 6 punti 3 
P;, T; (i =1, 2, 3) due a due, e le tre corde di k, giacenti in o.—Nè possqno pi 
esistere, su 6,, altre rette diverse dalle 18 sudette ; poichè se p fosse. una sar 
retta di c,, distinta da queste, la curva p, congiunta ad essa dovrebbe appar- REI 
tenere al piano 6; la qual cosa in generale non avviene. 
La 6; ammette tre fasci di quartiche di 2° specie, sono date dalle curve % 
congiunte alle rette di co passanti per i punti A, = 0k,, ecc. 
«La superficie o, è razionale. 

« La rappresentazione di essa si ottiene facilmente per. proiezione sghemba 
‘sopra un qualsiasi piano del suo spazio, A mezzo delle corde della sua cubica gag i sa 
tripla k,, proiezione seguita da una (sola) trasformazione quadratica. i e 

Ogni punto quadruplo di s, viene,.in tal modo, rappresentato da una retta, be: 
e siccome per ciascuno di essi passano 5 rette della superficie, ogni retta rap- E 
presentativa contiene 5 punti base del sistema di curve rappresentative di 0,. 
Questo Sistema è costituito da co° quintiche passanti per 18 determinati punti SIE 
base: la curva tripla è rappresentata da una c° avente tutti i punti fonda- 
mentali quali doppi. DIL ‘) a 
Siechè concludendo : | 





La superficie 0,, congiunta ad un qualunque piuno 6, incidente il piano t, è al se 
‘razionale, d'ordine sette, con cubica gobba» tripla e sci punti quadrupli su questa; CES 
tale. superficie ammette 18 rette, per ogni punto quadruplo ne passano cinque. 0 


PI. 


La superficie del quarto ordine che corrisponde, in $', al predetto piano 9, 


appartiene allo spazio f', del fascio (7), ed ammette quali rette doppie la terna si 

di rette corrispondenti alle rette di I giacenti in 0; terna soriata da raggi di I” I 
N 

concorrenti nel punto Bh ( 29). Per cui’: i? 


La superficie 6', che corrisponde ad un qualunque piano incidente ct, è una 
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superficie di Steiner (2), la quale ammette il piano. Ti quale tangente 1— 


difatti 0’ seca © nella conica corrispondente alla retta ot (n. 22), ed in quella 
corrispondente, nella 6/, alla retta op (n. 56, d). 0%, 


60. Se il piano 6 6ospaziale col piano , si sceglie passante per un punto 
fondamentale T,;, dalla c,, del numero precedente, si stacca il cono quadrieo 
sezione dell’S,-cono ©; con lo spazio f = ot. pt A et 

La. superficie residua, che continueremo ad indicare con 6,, è d’ ordine 
cinque, ammette la cubica %, quale doppia, cinque punti tripli su questa, cioè 
i rimanenti due punti tondamentali T,, ed i tre punti P, = fc,; il fascio di 
cubiche gobbe congiunte alle rette del fascio (Ti, D), > LOCI = ER 

La traccia po, è formata dalle tre corde di e, giacenti nel piano fp, e dalla 
conica, sezione, di questo piano, con la quadriea corrispondente in rv alla’ 
retta ot. 

La traccia 00, è data dalla od, e dalla ‘corda di k, giacente in 0 e non 
passante per T,. 

La superficie ammette 13 rette. Per? cuì : 


La Api 5,, congiunta ad un ao piano 6, cospaziale con te. 
passante per uno dei 6 punti vpndamentali (di le di 2° classe) dello. spazio to, è 
d’ordine cinque, razionale, con cubica’ gobba doppia e cinque punti tripli su questa: 
tale supe? "ficie ammette 13 rette; per ogni punto triplo ne passano quattro. 


La superficie 0’, che corrisponde in S' al dato 0, si spezza, nel piano p'@ 
ed in una rigata cubica che ha quale, direttrice doppia il raggio di I‘, corri- 
spondente al raggio di I° giacente in o e non bassante per T,, e la direttrice 


Li 


semplice giacente nel piano anzidetto. . LE 


61. Se il piano .0, cospaziale con t, passa per due punti e 
una medesima sestupla T,, P, appartenente ad uno spazio del fascio (t), dalla 
o, del numero precedente si stacca un altro cono quadrico, la superficie residua 
‘è del 2° ordine, passa per la cubica %,, dello spazio to, ed ammette come tri. 
tangente il piano traccia su p di questo spazio. DEA 

La superficie che vi corrisponde, in 8’, è costituita dai due . ‘piani corri-, 
spondenti ai sudrletti due punti fondamentali, e da una quadrica ; i cui due 
sistemi di rette sono dati dalle rette corrispondenti ai fasci del piano 9, aventi 
per centri i predetti punti. CAEN 

Se il piano 6 giace in uno dei tre spazi cr,, la superficie ad esso con- 
giunta risulta spezzata : : nella rigata di 4° ordine corrispondente, in ®, ha 
retta or, nel piano <; (da contarsi due volte n. 51, 9), e in una superficie 0; 


d’ordine cinque. - VA : xe 


+ (8°) D’accordo con quanto è noto relativamente, al sistema accennato nella nota (8), 





AE E a A | ui 


Questa ammette la retta 9; tripla, e quindi un fascio di coniche, privo di 
punti. base; poichè dovuto”alle coniche congiunte ai raggi del. fascio di 0, il i 
cui centro appartiene alla g; (n. 51, %). | 4 


62. Se il piano c congiunge tre punti fondamentali, di una medesima se- 
stupla T;, P, appartenente ad un medesimo spazio del fascio (©), dalla 6, del 
n. 59 si staccano tre coni quadrici, sicchè la superficie residua, luogo di 


punti congiunti a.quelli del dato 6, è un piano, il quale dovendo passare per “RI 
i rimanenti punti fondamentali dello spazio 75, è da questi individuato. Cioè: di 


- 


I punti T, (i =1, 2, 3) e ciascuna terna di punti in cui ogni spazio del 





fascio (©) incontra e,, formano sei punti tali che il piano di tre qualunque di 


questi, risulta congiunto a quello dei rimanenti. È 
Pei 9 i sp 





4 ty 
A ciascun piano siffatto corrisponde, in S', un piano, @ prescindere da e’ 
lementi fondamentali. 





Segue da ciò che agli 004 piani G, del cono di 4° ordine T,-p® .(proiet- 


tante da T, le generatrici, corde di c,, della rigata pl = p®), ed ai rispettivi È 
congiunti (formanti 1’ S.-cono di 3° ordine #-;e,), corrispondono in .S’, 00; I 
piani. > : È: 
Ciascuno di questi ultimi risulta cospaziale con t, e passa per una corda be 


della cubica ea epperò generano il cono proiettante da T’, le corde di /‘, in-- 
cidenti la retta ro, = tt. Ne segue, indie ando con ©; la’ rigata generata in 
tali corde : 3 


Alla terna di conì, del 4° ordine, TpD ed ai rispettivi congiunti t;e, 


corrispondono tre Syconiì T',0',, del medesimo ordine, aventi i vertici neù ri- 
spettivi punti T°,, il'piano © quale direttore (semplice) comune, ed i coni T;l';, 


rispettivamente, quali doppi. 


._ 63. Se o passa per una qualunque corda di c,, la superficie ad essa con- 
giunta si spezza nei due coni “quadrici congiunti ai due punti ce,, ed in una 
_ superficie (del’S)) d’ ordine sette ; di questa si possono determinare delle pro- 
| prietà, analogamente a quanto è stabilito al n. 58. A 





È La superficie o’ corrispondente è una quadrica (n. 3). 

i: . Se il piano 5 passa per una tangente alla Gr Bi ottiene una superficie 

i congiunta d’ordine sette, caso particolare della a; K 
| La superficie che, in questo caso, vi corrisponde in S' è un cono quadrico, mi, 
x il cui vertice appartiene al piano fondamentale x, corrispondente al punto di i Ret dita 
| contatto della tangente che si considera (n. 50). AÒI FOA pia 


64. Per 6 passante per una corda generica di c,, e per un punto fonda- 
mentale T;, si ottiene una superficie congiunta, residua, d'ordine 3 (n. prec.) 


EB una rigata cubica normale, secante o nella conica che appartiene alla sezione 





desi 
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5®; sezione completata dai due raggi proiettanti da T, i due punti 6e,. Detta 
rigata seca t nei rimanenti due punti fondamentali, e nel punto congiunto alla. 
corda sp di e, Sicchè : 


Ogni piano 6 proiettante da un punto fondamentale, di 1° classe T,, cia- 

€ seuna corda di c,, ammette per super, ficie congiunta una rigata cubica VS, 

rispetto alla quale il piano, 6 risulta secante. Tale rigata contiere la c,, ed in 
generale non passa per il punto fondamentale che si considera. 


Si osservi che delle 05° iperquadriche di Y passanti per ciascuna corda p 


dt e, (e per il punto P di t ad essa congiunto n. 19), soltanto co‘, formanti 
fascio, passano per due punti qualsiasi del piano co = T;p. Ciascuna iperqua- 
drica di questo fascio seca quindi il piano o nella p, nella retta congiungente 
i due predetti punti e nel punto 306 cioè o fa parte della superficie base del 
fascio : si. noti per altro che ogni piano T, p contiene due generatrici del ri- 
spettivo cono T, -63; sicchè: 


Ai piani proiettanti le corde di e, da uno qualunque dei tre ‘punti fonda- 
mentali T,, corrispondono nello spazio S' piani (*), ciascuno dei quali contiene 
una corda della rispettiva cubica l',. 


x 


$ Bb. — Li trasformazione L,. 


65. Sia o un qualsiasi piano proiettante dal punto fondamentale T, una 
qualsiasi corda p di ec, , 0, la superficie cubica ad esso congiunta, e 0. il piano | 
che vi corrisponde in S' (n. 64). Poichè io contiene due generatrici p,, p, del 
cono T,— c,, il piano o’ passa per i corrispondenti due punti PP; PE a 
(n. 23), ua per la corda che congiunge questi punti. i & 

Il punto P' = o’ è CLARE RantA il corrispondente di p, nella trasfor- 3 
mazione 2w,. ì ; 

Per il punto P’ predetto non passano altri piani siftatti. — Difatti a P' | 
corrisponde, in w', una (sola) corda di c,, la quale proiettata dal punto fon- 
damentale T, fornisce un piano o. Discende che i punti di ' e le corde di. 
ciascunà l’, risultano riferite, in tal modo, in una COTTORDRRAE RAI biunivoca LS 
viene indicata con L, Segue pertanto : 


Ai piani 0, proiettanti le corde di c, da uno qualunque dei tre punti fonda» ‘> 


\ 


795 


(?3) Detto c_nn qualunque piano passante pet tre punti fondamentali (di 1% e di 22 classe) 
di S, 6’ il piano ad esso corrispondente, .si noti che se una retta r percorre o la ‘corrispon= 
dente conica (n. 11) »' percorrerà la rete (del piano 0’), avente per punti base la ternà di 
punti, che corrispondono alle rette del piano e congiungenti, due a due, î punti fondamentali 
di questo piano. Ovvero: 9 0 it 

Se due piani n, n’ si corrispondono, nella W, fra ì punti di tali piani intercede, in. virtù 
della medesima W, una traeformazione quadratica, rispetto alla quale sono Fondamentali le traesei 
su tali piani, degli elementi VORARDE TA (di 1 e di 2 classe) dei RRERL spazi. 


\ } DI S 








mentali T,, corrispondono nella W)\i piani che dai punti (del piano <) omologhi? <W 
i nella w', alle suddette corde, proiettato le corde omologhe, nella corrispondenza L, ;î. 
È delle rispettive cubiche V,. i 


e; 

"dda 
CS : i " 
Di 


66. Si osservi inoltre che facendo corrispondere ad un qualunque raggio r pr 
della iperstella (T)), il punto in cui il raggio r' (a quello corrispondente) in- Pi 
contra lo spazio ©, la (T)) risulta riferita proiettivamente a questo spazio. — | 


Basta infatti osservare, che i raggi di ciascun fascio (D, , 0), ammettono quali’ A 
| corrispondenti i SORA ‘della retta, 0;; sorda di |, Cioè : : Ri 
In tal modo cn spazi ©; ria riferiti proiettivamente allo spazio p, € A 


quindi fra loro ; in questa proiettività sono omologhe le rispettive cubiche l';, 0,. 
s “Dì ‘d i { 
« 67. Sia o un qualsiasi piano passante per T, ed incidente ce, in un (sol) 
punto B; si proietti da "T; la rigata (quadrica) delle corde di e, incidenti la 
retta cp, rigata alla quale corrisponde; in w/, ‘una retta »/. A questa retta di 
corrisponde; in n la figata (quadrica) delle corde di /, incidenti la retta 07. 


Persei | A ! TI 
x k : e — % 


La trasformazione Li fra i punti di t' e le corde di l', è quadratica, e del 
n Ure i 


è 


sil 


Segue di qui e dal numero ‘precedente. \ 


‘La L; ammette quale fondamentale la sola cubica l',. bia 
Un qualunque pwno che giace in uno dei tre spazi © risulta riferito, in i 
virtù di L;, al piano © in una trasformazione quadratica. 








Il prodotto L,w' è una corrispondenza proiettiva, fra le corde di ciascuna Ma 

l'i e quelle della c;. pre: È 
Le 
Discendono da Eh: e da quanto è stabilito per la 0’, alcune proprietà 4 o 
della trasformazione L. Ad es.: RENE e; "i + SB 
ì hi #3 

NA v0O, | a fom % san . ‘tar TORA] ET, Va 
a ciascuna Retta fondamentale t, corrisponde in L; te quadrica (*) g',; delle iS 
corde di l', incidenti k' (n. 23). x È 
Ai punti di ciascuna l', corrispondono le rette dell'inviluppo [c']. Ecc. n 

È > ./$ 6. — Cenno sulle ipersuperficie congiunte agli spazi di S. cai 5% 
— 68. In questo $ si accenna molto fugacemente alle ipersuperficie congiunte Ù, 
RA A 

# _ : Lo ì . “ cl 
(*4) Ne discende che i piani o’, congiungenti punti e rette omologhe in Li, giacenti nel 0 


rispettivo spazio T/, appartengono al fascio di sostegno #; mentre considerando #; quale CI 
retta di detto spazio, ammette, per corrispondente in L-4;, una conica, ed i piahi che proiet: | è 
| tano le corde di 7; incidenti ;, dai rispettivi punti. omologhi, nella predetta L; Cànno tutti 
e soli i piani g' incidenti x. Sono i piani generatori dei TEDARNI Sp-coni' di quarto ordine. 
di cui è cenno al n. 62. | 
voL. LVII XA i; 19 
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lean pi 


agli spazi di.S. Lo studio di queste, e delle corrispondenti di 9, pu 


teressanté e non breve, sicchè si rimanda Ad altro lavoro. 


Pertanto sia ® un generico spazio di S, 98, la ipersuperficie ad. esso con- 


giunta, r una retta qualunque (di S), ed. 7, e curva congiunta: i 


punti r@, sono in numero eguale ai punti r,9, epperò (n. 47) 0, è d’ordine otto. . 


Applicando analogo ragionamento alle rette ‘incidenti: la rigata ‘cubica 


K, la cubica c,, od uno qualunque dei piani ©;; ed a rette passanti per i punti 
fondamentali T,; \$ 1), si può concludere: |. Ra 


La ipersuperficie 0,, congiunta ad uno spazio generico 8 di S, è razionale (*), 
d’ordine otto, ed ammette: i tre piani 1 quali doppi, la rigata cubica K quale 
tripla, la cubica ec, quadrupla, ed i tre punti fondamentali T, quintupli. 

| "a pito porco 

Il piano t appartiene (semplicemente) . alla @,. 4 

» Dalle considerazioni del $ 4 si possono ricavare diverse altre. PISA 
della 0,, che qui si omettono. 

Si noti che una sezione spaziale generica dà una superficio d’ordine otto 


con cubica gobba tripla, tre corde di SUSStE doppie e tre punti IRAGFOTNE 


sulla medesima cubica. 


“ Particolari posizioni di spazi secanti TOGA casì i particolari di tale super: 


ficie, 0 superficie d’ordine inferiore. 


Ad es. un qualunque spazio del fascio (©) dà una superficie d’ordine sette. 


con cubica gobba tripla e. sei punti quadrupli su questa. 


69. Se @ passa per un punto fondamentale di 1* classe Ti, dalla @, si 





stacca l’Sycono ©;: la ipersuperficie residua d'ordine sei, è razionale ed ammette. 


il piano t, e la rigata cubica K. quali elementi doppi, la cubica c, quale apo, 
ed i rimanenti due punti fondamentali quadrupli, ecc. 


* Li n ì : 

Diversi tipi di superficie d’ ordine sei, o d’ ordine inferiore, si ottengono 

con opportune sezioni spaziali di 9,: si omette per brevità anche lo studio di 
queste. 


1° classe-T,,T,, la 0, sarà costituita dai due S_coni Dia G, e da una ‘per 
superficie razionale, d'ordine quattro con la cubica ce, ed il rimanente AI) fon: 
damentale T, quali elementi doppi, ecc. 





f 


(35) Difatti i punti 0, sono in. corrispondenza biunivoca (a mezzo della trasformazione con- 


70. Se lo spazio 8 si sceglie passante per “dué punti fondamentali di 


giunta) con quelli del dato spazio 9, e questo ha in comune con 8, la 0@, e la Tigata (di PI,‘ 


4° ordine) dei raggi di I' giacenti in detto spazio. 











. della stella (Ag, 
punto doppio. — Siechè 5’ seca due volte la ipersuperficie D' in A’; 


CAP. VII. 


DELLA IPERSUPERFICIE LIMITE ®P'. 


$ 1. — Degli elementi doppi. 

71. Si è stabilito che Ie dui ibake del Îsistoma [s;] sono del genere uno, @ 
ciascuna luogo di coppie di punti congiunti (n. 4); siechè ogni curva 8, pos- 
siede quattro punti, ciascuno congiunto a_ se stesso, ovvero : ogni s, incontra 
®, fuori dei punti fondamentali, in soli altri quattro punti (ciò risulta anche 


‘direttamente, osservando che i punti fondamentali T, e la cubica c, sono doppi 


per la D n. 43), per cui: ogni retta!s’, dello spazio S', incontra la ipersuper- 
ficie limite ®’ (n. 40) in altrettanti punti. Cioè: 


La ipersuperficie limite D' è d'ordine quattro, e razionale (n. 46). 


72. Osservando che un qualsiasi fascio (6), del sistema Y, contiene in ge- 
nerale cinque S_coni quadrici,si deduce che i cinque spazi corrispondenti 


inviluppano una ipersuperficie della quinta classe. 
D’ altra parte detto A il verticeTai un S, cono 2 del fascio predetto, A’. 


ed a/-il punto e lo spazio ad essi”corrispondenti rispettivamente; ogni retta 8 
a) ha per corrispondenteguna quintica 8, ‘avente in A un 


OVVEro : 


La ipersuperficie D' è della quinta classe’; ed ogni suo spazio jtangente è 
quello che c ‘risponde all’S; cono (j.= 0, 1) di X,E Tavente il vertice nel punto, 0 
nei punti, di i 
tangento alla Pu 


713. E poichè ogni curva parassita’ disS appartiene alla (n. 40), quale 
luogo di vertici di Syconi del sistema Y, efciascuna di tali eurve ha un sol 


punto quale corrispondente (n°. 20, 23,624); nefsegue che gli co! S,-coni, aventi 


quali vertici i punti di ciascuna curvà parassita, ammettono quali corrispon- 
denti altrettanti spazi tangenti alla ®' nel punto corrispondente a quella curva, 


ovvero :, 
i sp 
La ipersuperficie D' ammette quali elementi doppi (®): la retta k', le Ère rette 
m';, e le tre cubiche l',. i 


(39) Direttamente si può dimostrare come. segue: Sial si, una, retta che {si appoggia alla 
retta fondamentale kr; la curva s; ad essa corrispondente si spezza nella cubica k3, corrispon- 
dente al punto 8'k' (n. 20), e in una conica #3 (luogo di coppie di punti congiunti), la quale 
possiede due punti congiunti a se stessi, sicchè la retta k' è doppia per la D'. 

Ragionamento analogo vale per i punti delle cubiche V;, e delle rette m/;. 


corrispondenti a, A in cui lo spazio che si considera risulta. 











CCI E ita 148 ea i o SR na #3 


a i PS ALTA, "Dal fatto che ogni coppia 43 Dn° di punti comuni SÙ; una generica | 
eg retta “s e ad una qualunque iperdnadrica o di È, ‘ammette quali corrispondenti | 
Fi i due punti traccia sullo spazio a” della conica s', segue che essendo A un. 
Ma punto di ®, ed o un S,tono di Y avente il vertice in detto punto, sarà B 0-0 
pe È incidente con A; epperò il relativo spazio 0’, dell’ Mi yilunpa di D' qua 72), ‘ri- 


Pa sulta tangente alla conica s’, cioè: pe 





Le coniche di [r',], COrtIADOMRENI alle rette dello. spazio S, risultano tangenti I 
RR Dv, alla D' nei quattro punti corrispondenti a quelli comuni alla ® ed % ciascuna i 
d retta che si considera. È 1 ni x id 
: Ed inoltre osservando, che ogni raggio uscente da un punto fondamentale i 
pa (di 1° o di 2* classe), incontra ulteriormente ® in due soli punti (n. 43), ine 
; segue : | i 24 TA IR | 


x 


Le rette r" di S', corrispondenti a quelle uscenti dai punti fondamentali K 
a) Ke 1° 0 di 2° classe), risultano bitangenti (8°) alla» D', 


La 2 DI 

È $ 92, -— Le 004 da di Kumm ev della ®. 
;50 70. Ciascuna superficie di Weddle ARRE soltanto 20 piani tritangenti . 
A “ (n. 45); a coppie congiunti fra loro. Ciascuno di questi piani contiene una terna. 
A di rette DATARSILE, ad eccezione dell’ unico Piano appartenente al fascio (ts pid 
ti. del quale le tre corde Pi di e, sono io ai rispettivi punti. di Appoggio 
di sulla retta # (n. 19). sr | de" 
Essendo f. un qualunque spazio del fascio (©) si ope Ta Sa peo s 
È = pd Ri Weddle),; e si indichi con w' la B'D' ad essa corrispondente. | 
È i ua w' ammette, oltre i 13. punti doppi, traccia sw f' degli elementi dep 
s di ®' (n. 73), i tre punti doppi (8) Pi ; della conica t' PORTIRDO RIA alle. Me 
dette corde p, di c,. Per cui: e 










‘La ipersuperficie D' ammette co superficie di Kummer pi, b i cui spazi for> 
È mano il fascio ('). Il sostegno di questo contiene lu conica ‘t’ quale curva base 
) RL per il sistema delle predette superficie :, “tale conica contiene sei punti doppi per 4 
vi ciascuna superficie; tre dei quali, T;, sono fissi e doppì per D'; la’ rimanente. 7 
i terna, variabile con p', dà punti (li contatto della D' col relativo sg na TV po 
TARSIA predetto. 


i 2 | 2 i " SR, 
ed — ———_—_£ x Shi » 
, Li - è | be: s T® 


ki pc (A ‘Si noti che ogni spazio 8’, del fascio (7’), contiene sei congruenze (Du 2) SUAali da 
27 medesima superficie focale BD’: sono i.sistemi di rette corrispondenti alle stelle, dello spazio. 
; B°, aventi i centri nei punti fondamentali sudetti, rispettivamente; È QDCanE ‘con quanto è noto. 
circa il sistema accennato al n. 18, VE 
(38) Ciascuno dei tre punti P/; risulta) doppio per la sola ‘sezione <= par, i perchè la i 
corrispondente terna di rette p;, corde della €3, appartiene ad una RI iperquadrica di Bo 
è quella costituita dagli spazi f e p. 





, i SA ARIANO 
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Segue facilmente (n. 67): vi. 


La terna di punti in cui ogni spazio f', del fascio (t'), tocca la D', coin- 
cide con la terna di punti fondamentali, del piano ©’, nella trasformazione qua- 
dratica che la L; coordina fra questo piano ed il piano, traccia su ©',, del dato 
spazio f'. 

d 


RE $ 3. — Piani e spazi tangenti singolari della D'. i 


76. Si è osservato che i 20 piani tritangentì ad una medesima superficie. i SG 
di Weddle y=f® sono a coppie cs, 6, congiunte fra loro, ‘che la retta È; 


p = 00, appartiene alla ® (n. 45) e Gita le due terne di punti in cui 0, 9, 
stoccano ®. di 

La conica p' corrispondente a tale retta, appartiene quindi al. piano 0’ 
(corrispondente alla coppia 9, 62) e contiene LIS Berne di punti doppi (*) È 


della D'. 


Il piano o’ appartiene, evidentemente, allo spazio f' e got la superficie w 

w' lungo la conica p'; è dunque un piano singolare per la superficie di K u m- | 1 

x | : } 5 po o ò, 

f mercp'. SAREI G 


A siffatti piani, in numero di 10, appartiene rt’, ed i 9 che così rimangono 
generano al variare di | "i tre S,coni, di quarto ner ‘9; aventi a co- 
mune il piano © (n. 6 

D’altra parte ciascun cono quadrico tangente alla superficie 4, in un Suo, 
punto doppio, ammette per corrispondente , in S' ; un piano; e precisamente i VARI 
ai tre coni tangenti nei punti P,= fic,j corrispondono i tre piani della iper- i 
superficie © giacenti nello spazio 8° 1. 37); mentre a quelli tangenti nei punti 
:T; corrispondono le tracce, su f', dei relativi spazi ©”. a 

Ciascuno di tali conì contiene 5 rette della Kr (ciascuna passante per due Sg 
suoi punti doppi n. 45), e la cubica &, dello spazio &; il piano corrispondente bs 
- contiene quindi 6 punti doppi di p': cioè le predette due terne di piani sono I SI 
costituite da piani singolari per la p/. Questi completano, coa i precedenti, i A 
. 16 piani sìîngolari della superficie di Kummer PD". Per cui: i RAS 


I gruppi di piani singolari per ciascuna superficie di Kummer, della Ag “ital 
varietà D', generano, al variare della superficie: ‘ 
tre _Syconi, di, ordine quattro, T';g'; aventi © quale piano direttore co- ®° 

O 5 fp 

MUNO, (questi forniscono 10 piani per ciascuna superficie) ; : 
tre fasci (t;, ©), (i quali ne forniscono 3); vi 
la. ‘ipersupodficie 0, d’ ordine cinque con © doppio, (la quale, ne ‘dà + SE 
altri 3). i 





(?*) Sono quelli che corrispondono alle due terne di rette giacenti suiSpiani 0, o, rispet- 
tivamente, e congiungenti,. due a due, i punti doppi che la ® ha su questi piani. 


ai 

















I gruppi dei 16 PED ioni per ciascuna superficie predetta percorrono 4 


evidentemente (n. ET3U0 to) STI d- i 3721 CO Boi. 

- la retta k', (la quale da un | punto per ciascuna superficie); A SIRIA 
la conica #, (che ne dà seò); fi) 

la terna di Tbiché gobbe /’,, (che ne dànno nove). Toi a e DI 


Sia 


77. Essendo la retta 7’ (doppia per ®') comune ai tre spazi è, e cia- 


scuno di questi contenendo inoltre la rispettiva cubica L, Ls doppia per DI) 
ne segue che la traccia della ipersuperficie D' su ciascuno’ dei predetti spazi, 


; 


è ‘costituita dalla quadrica è delle ‘corde, della LEPDSCD Di6 incidenti la. retta 
k' (n. 23); OVVero : ì SEI 
Gli »spazi alia nioniali ©', sono tangenti singolari della Di ciascuno di essi 
tocca questa ipersuperficie lungo i punti di una medesima quadrica, $i 
Modica, settembre 1915... |. SE > 
da | N . 
x a o ante i 
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UN TROREMA SULLE FUNZIONI INTERE I “ou 


i par i F i n; 
GIOVANNA BORELLINI. (a Bologna) i | <A 


Sono ben noti i seguenti due teoremi di Picard sulle funzioni intere: 








i i si 
; I. Ogni funzione intera, che non assume due valori, è una costante. Wi 
II. Sia /(a) uua funzione intera ; se le due equazioni fa) =a , fia) = b, MER 

Mi. 

a e b essendo due costanti qualunque finite e distinte, hanno solamente un numero . 


| limitato di radici, la fùnzione intera f(x) è un polinomio. 


Da questi ho dedotto la SE conseguenza che non mi° pare priva’di Cr 
interesse : i È; 
‘» «Sia f(x) una funzione intera non assumente il valore 0; sarà f(x) —el®, si 
« dove I(x) indica una funzione intera; la funzione reciproca di fa), e 10 è pure pi Pa 
« intera ed. essa pure non assume il valore 0. Invece qualunque combinazione lineare a È 


« di el® ed et® è una Funzione intera, tale» da assumere ogni. valore infinite 
« volte ». 


. Considero pertanto F(2) = ael® + be 1), funzione evidentemente intera; 0 

| affinchè F(x) assuma un Vago TURZIEIOO infinite volte, occorre e basta che i” È ì 
equazione ; LIA bo 

abbia infinite Fualol rispetto ad ©, qualanque sia w0; si moltiplicano ambo i. GA 





membri della (1) per el®) ; sarà 


ei 


1, 


n i % don all) + 8 — wel® =0; 











risolvendo questa equazione si RR grado iù el®) si ottiene PER 
dio. VR i i LR i MORE 
E ì (2) CORI : VO CAP w x ro dabo NT 
i n di E. i 3: Bg 3 5 f e Wi: JA dI 


ora se la (2) ammette infinite soluzioni rispetto ad x, qualunque sia w, anche | 
mi. la (1) ammetterà infinite soluzioni rispetto ad # qualunque sia w, ed allora. SOR 
; î ke I potrà concludere che la F(2) assume ogni valore infinite volte. Ma SÌ. osservi. 4 
(A 3 che il secondo membro della (2) ha sempre senso qualunque sia w, ed indub- 
biamente per il secondo teorema di Picard la (2) ammetterà infinite solu-. 





zioni, sempre, purchè il secondo membro non sia uguale a 0; difatti el® non 
assumendo il valore 0 e non potendo essere razionale, dovrà assumere ogni 
altro valore infinite volte. Ma si vede subito che il secondo membro della (2 





io i non può mai annullarsi qualunque sia w;j difatti se fosse ha bit 

ea, } DM # 28, de £ i MU 
w+ Jo —dab 0 da FAN 

\ PR 2a pre, a ar 

sarebbe anche 10 —4ab, NI 4ab—=0, che non può Verifbguno altrimenti î 


o FE. che' se a ==0 o-b—=0, cioè se la F() si riduce o alla funzione e1@) 0 alla 


MIRCE funzione, el, che non assumono il valore zero. pui questo modo il teorema d 
1 i resta dimostrato. i F \ 





Na 
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SUR UNE | REMAROU ABLE PROPRIETÉ È 

DES SUDO ORBIFORMES: Ù 

GEORGES TIERCY (à Genève) — Vi 

i 1a On sait “aa on ‘appelle orbiformes des courbes ilorden convexes de di 

i largene constante (!). Leur équation polaire tangentielle s’éerit: n Bi 
CER I x 080 -|- y sino = p(0), : : 

fe de 0a 

Meer up =1 +0], Ro 
avec les conditions : S “ 

È ASo+r=—/f0), ud 

s. "A 

Là a. 

fio +27) =/(0). ‘i 

f; i 3 far: 

RI si 

On a alors : I 

A i Do) + alta: e) 2a 3, 
co Remarquons que la courbe ainsi définie n’est pas torcément convere ; sì i si È 
i "alice Pest pas; nous dirons qu ‘elle est d’envergure constante; si, au contraire, Mi 
“elle est. convexe, nous dirons qu'elle est de largeur constante; ce dernier cas > BI 
AI seul donne des orbiformes. Li 
5: | ‘a ile possedent des propriétés bien curieuses ; par exemple; DA 
- E \ 3a 
(i a. Tori d% piaga alg. und transcendente suona Kurven, 2° Aufi., I Bd., Leipzig , RP. dA 
1910, p. 376. i i RS «ie 
(0 VOL LVII. — 3 I 20, pe 








-. la somme des rayons de courbure correspondant à deux points. SIT de ia 


| courbe (points de tangence de deux droites ‘parallèles. de la famille 1h est : 
di - aussi constante et égale à 2a; on trouve en effet: hi: do 


NU 
x di parli 
pi, ic 


1+/0) VS (e \=24 p° 


(0) + plo 4-7) = 2a. Re È Sr sp. 


VISTI TRO tnt n 


Les ASTA de ces courbes ‘sont des Asontpars non cConvexes, enver. 
gure nulle, @ est-à dire n’ admettant qu’ une seule tangente parallele. Si une, 


Ci i ‘ direction ERI 





Leur courdbe centrale, Aéfinie par la relation : Rat. 


\ & 
7 


P(©) => P(0) + pw L'A di | "A i, 
est un cerele de rayon a. Et leur pourtour est toujours égal è 274, c'est-à-dire 
6gal è la longueur de la circonference de méme lasgeur. On en deduit que. 
toutes les orbiformes de largeur 2a peuvent S'ORbEnIT par simple déformation. 
de la circonférence de rayon a. 3 RS 
D'autre part, la courbe moyenne d'une orbiforme, courbe définie par: ae 





en effet, ol atte i moi, 





bo)= P0) 4 a N 


D’où le théorème: toute courbe convexe parallèle è une conrbe denver: nio 
gure nulle est une orbiforme. i Le 
On peut. TROIE dessiner très facilement une infinite de ces OE bilorgiest 
sans avoir recours à lenr représentation analytique; en particulier, on peut 
tracer une foule d’orbiformes composées uniquement d’ares de cireonférences.. 





Y 


3. La propriété ‘remarquable, qui fait l’objet de ‘net article, est, une è exten: d 
sion de la règle de Fresnel (è) donnant la composition de plusienrs mouve: Ù: 
ments harmoniques simples de méme, pèriode. : s0%% BE SPENSE 

\ PT Re 5; 

(*) Fresnel, Mémoire sur la diffraction (Composition des mouvements vibratoires). R, n 

\ I eri ae 








po 





Li uo Xdbod ig i ie i 


| Considérons tout, d’abord un point se mouvant sur une orbiforme, de telle i 
— manière que l’angle polaire tangentiel augmente proportionnellement au temps: c, 


î 
x 


o=0bt-ks. 9 = const.; 





ì la projeetion de ce point sur lun des axes de coordonnées est animée d’ un DI. 
j mouvement oscillatoire que nous appellerons mouvement harmonique d’ or- 
Diformesdg, >>; SL è; 
Dans Je cas particulier où /(@) = 0, on retrouve le mouvement harmoni- 
que simple. ; h5) 
1 Considérons alors plusieurs mouvements harmoniques d'orbiformes, d’ampli- 
tudes différentes suis d’ époques targentielles e, différentes, mais de méme 


4 


période tangentielle ; e’ est-à dire. que les phases tangentielles © = 6t + e, 





DISSE eni outro elles des différences constantes (fig. 1). 3 ; 3 Sa Ni 
Oherchons la résultante des rayons vecteurs VERS, OR, OR, se 0605 fre na 
1 soit OS le rayon vecteur ‘tangentiel résultant. Le rayon .OS ne donne plus i i 
une orbîforme directement ; mais il possède ‘une propriété bien CERO que i 
© nous allons établir. ©) i) ty 
__Soient done les orbiformes primitives. données par les équations tan- fi # 
“a 3 De 
E i ; pl Sa ; tc) di 
0) Ei pati A 
"n i ? À 100) 





Maveciii ero è 









O OC 6 Tel ana 


SERE 


on 


at Composons les normales p,; soit OS la résultante (fig. 2) NI sa -projecti 
ie: i sur Ox vaut: i i “Alora BEM EST, Go CO 



















VEE pista "i 
D'ailleurs, donnons à © un accroissement 7; et composons les nouveaux | 
i : 3 A ner, PR EC CIC 
sa i PIA TI 
rayons p;(©0 4 ©); il vient pour OS': PESRoa pe FA IE 
; OR'—= Ù 4; [ - L18)]cos (o, gi 
Formons alors : "Ten 1 ERA) 
OR-- OR'—R'R—=2 > a; COS ®, . (i; 
È. On calculera de méme les projections ON et ON”; et on obtiendra: 
pic i N'N=2 > di BDO; COSO 
eta | i î hip su 


SA On peut écerire : d nb AT RE si 
SI \ RR =2 > a; cos (0 + e) = 2 [cos ON > 4; 08 €; — SIN ® > 4; 8IN 8;| 





ITA \ ‘ i f i À A VE AI, sa 3s 
| NIN E=42 y a, sin (0 + s;) = 2 sin O) > 4; COS €, | €08 ® Ya sin è; I 





posons alors : 





| La; cos:s; = A c088, è i dr RE VE 





En RARA dii 





+ 4 . È h b, 





»* e 4 rà pra e Ki Ri 5 "4 Ag X 


où, A et s sonk deux nouvelles constantes faciles è “determiner ; 
—  finalement: 


on obtient 


(3) + AZLIT È R'R=2Acos(o +e), 





On trouve done la remarquable propriété que voici: le. segment de droite 


SS” est de Tagicur constante égale è ZA ; et Vangle qui V oriente présente une 
Uuféronce constante avec chacune des phases des rayons p,. , 


Il est d’ailleurs, facile de vérifier que SS” ne passe pas constamment par 


. lorigine; autrement dit, le rayon vecteur tangentiel résultant OS ne corre- 
spond pas à une courbe de largeur constante. 
4, Oherchons i de la droite qui porte SS” ;ona: 
? i anta 17) ) COS @; y— Xa(1-+f;) sin ®, a i 
Za;(1+f,) coso, — Rara cOS( torta) — La(1--fsino,—Ya(1—f)sin(@,7) 9 : 
> * 
- x — Ya(1 + f) cos da y— Za(1 + fi) sino, 
2A costo 4 e). “—“ 2Asin(@o+b e) }- 
(4) e pui — a sin WEI + Xa(1-+-f,) sin (e — sj). 
Et calculons la distance de Vorignie, è la droite (4); on trouve: i 
LIE SE P(w) = Za;(1 + fi) sin(e— e;); | 
sì l’on pose : 
w vt ° | A; = q; sin (Zia a 
bici on éerira: SANT i sa 
TON ESTE P(0) = SA(1+f). 
or, il io | 
Miani P(w) + P(w + 7) = 2ZA;; 


Mi x £ i i 
et si l’on remarque que: 


SRI i i è 





p sé "I à LA 
gato 


fo SE: RT pd : ars ivali 


ca 
pae , pis di Ù 


aio 








ona finalementisi <\ * gu AT Ha SCR Ri hi SEE si 
P(0) + P@+ mi_-0; I SIA TORE 

| L d | 

te 51 la courbe, abfinie par le rayon vecteur tangente! Po) est done ‘une ‘courde di en- 
I | pergure nulle. 90% : 
Ù Les développantes convexes sont dea orbiformes, de mense a î i 
bes convexes qui lui sont parallèles. <./ (00° Be 

* a) el pui î ÙE 





REMARQUE I. Sur lesscourbes parallèles à la courbe P(®) On a: at Lia 





















(O [Pl =ZAS=Lasine—e)fg ATEO 
Formons le rayon vecteur tangentiel : dat Ri: SATO 4% EA 
ti (8) FE) M-{ Plof—="M n SAS; 
il définit une courbe parallèle à la courbe (7); pour qu'elle soit convexe, i, DA 
faut que. le rayon de courbure soit constamment positif : CT È 
SET 
cela donne : pl etagit Lod 
| | ASI de 
comme La, 0f on peut éerire : “sei PTT Li 
b-+ ZAK LAS =0; Ei 
3 (9) AIMEE Sa, sin (e —e)-(1 Ly 15 AA 
ARS N È ul 5 P S vi Den È i 19 
pae mais le rayon de courbure de chacune des orbiformes primitives est. donné. 9A 
dr par : i Si Me, I, ue x 
bro ° = 1 +Ah+f); | dee | i 
a ; la condition (9) devient donc : si: à CAL à: QU ue AS MOLLA 
ta ì \ ) È e Et È : pi 
sE (10) i Ra M= Zp,sin (e, — e); SA ATA 
i et comme cela doit avoir lieu tout le long de la ‘courbe (8, la plus. petite 
vita, x 
Su valeur qu’ on puisse donuer à la constante M est le maximum du deuxième 
membre de (10), maximum OEISUE ANA, ila valeur « de fournie par UR 6 
quation :_ | BREA Ai 
ERE (11) ‘| Xpy sin 1 (e; -_d=% sin (er gi f ui f=0; So A 


alors, IGoATDo (8) est rbitrorale RIA LE 








REMARQUE Il. Sur les développantes convexes de la courbe P(©). . i fi. 
Elles sont comprises dans la formule (fig. 3): 


» "n : È od Ha i : Ù v $ 








ap. S RESTA P.(0) = & +f Pda; | în d 
= » 
E 
} K: Gi 
x 4 CAI 
l’argument © est ici celui de la courbe P(®), qui vaut en réalité (ote+5): S.A 
. Le o a » . x "d È to T È x big > 
mais celui de P, n’en diffèere que par la constante; de sorte qu'on a tou (LR 
jours une. fonetion de (0-| s), ou de ®. i > 
Pour que la courbe P, soit convexe; il Pa qu'on ait: e 
w ur 
: FETO RA a pl SIR i; | Tu 
dela è i : PL # 
(o) v.y CR 
k + (XA .f)dw + XA; 20 ; SÙ 
# Ù dl du 
- 1 dv ; : i E È ) LL ì : r o 
È L "I » ne u 
IL ATBITURE k >| [Xa; sin (e; — ):f;]d0H4- Ya; sin (8; — e)f/; i Me te 
Di x î0) i asia) ® È 
la plus petite valenr qu'on puisse attribuer è % est le maximum du deuxième n L 
_ membre de (13); on a alors: A l Fai AV 
ai è " E RR 
ri ri i mai + 
Bi SE, va; sin (e; — 8 fi +1 }= i Sa 
re o ; î SE 
o SRI qui fournit la valo de ®© correspondant au maximum cherehé; soit: DS 
si cer maximum ; on prendra. done : uh s i Al TA 
: gi 
np e Pata FRRO, LR 
Ì k = K È 3 . TL 
et la conrbe (12) sera orbiforme, FIERE I MARE CE 


“Comme d’ autre part P,(w) = P(0), on voit que le maximum et le mini. 


 mum de P,(0) sont’ donnés i V équation Fado -@ est-à-dire lorsque là 


| droite SS DISSS par l'origine. 


. 









b. ORBIFORME DEDUITE; MOUVEMENT HARMONIQUE DÉDUIT. 


Par l'origine, tragons une parallele à à SS et portons sur cette parallèle. 


















dai lingaehte OT et OT” (fig. 4) telles que: Da RR AA 
et que: 
OT=A[1-+F@+)], avec: Ra 
Fotetr,=—Flo+ 6) a 





/ sia ATTI | 
Le rayon vecteur tangentiel OT détermine alors une courbe d’envergure ù 
constante ; elle est orbiforme, si la fonetion _F(0) est choisie. de delle. sorte 
que le rayon de courbure soit constamment ‘DOSINE * 3 aa esa 
On définit ainsi une infinité d’orbiformes: de sai (2A), que nous. ap 
pellerons les « ordiformes A» relatives aux orbiformes données. . i 


Choisissons, dans cette famille A, l’orbiforme définie par la fonetion : 





aa 





(1436; AF(0) = — Na, | fixcos(e — e) +f;-sin(e — 2) 
avec m déterminée de telle facon que: 


p=0-,, AL4 FE (020 
Prenons la plus petite valeur de m satisfaisant: à cette, condition : ; ‘nous r È 


{ 
dirons alors que 1’ orbiforme OT correspondante est LV orbiforme abduito taca: $ 
orbiformes données.; ; le mouvement de son point aéerivant M a méme période 
tangentielle que les monvements donnés; son époque est e. Si o= 6, on voit | i 

que la projection P de M sur l’axe de & est encore animée dan mouvement i 
harmonique d’orbiforme, de méme période que los DIA nous RT APBELon i ; 
mouvement harmonique déduit des premiers. 3 





Cr 





(AT Sl Di 


Il est essentiel de remarquer que le mouvement de ce point P_sur l’axe 
des x n'est pas le mouvement resultant (au sens ordinaire du mot) des mou- 


. vements harmoniques d’ orbiformes des points P,. En effet, la position de P i di; 
est donnée pari i | R 
(15) X = A[(1+F)cos (0 +) — F'.sinw + e) ]; A 
tandis que le mouvement résultant ordinaire des mouvements P, est défini par È 
la relation : de - g 
v Ì E, 
Nenni ‘ : gela }; 
X= Na, (a + Î) COSO; —f; sin | 5 7 
en tenant compte des relations (2),.on peut écerire : i 
pe i j di 
L= A costo + e) + Za,f, costo + e) — La,f/ sin(w + e)); 2 
et en posant: Ù * 
Ot ea=(04+ e (es), “o 
il vient: r 
x 3 i 
- (16) ge=A| 1 Plone nea Neos) — | )' 
La{f;cos(e— di )—.f,;sin(e— sin Ù Ly i i; 
Or, de (15) et (16), on tire: Si etire Da 
(17) NH m)A |Feosta-ha)I"sîn (0+-s) —_ di 
i È : 7 05 i 1) 
4 l A 
da | — sinlo+te) D'asinle—e) (f+#) . MO 


Done, pour obtenir le monvement harmonique déduit P, il ne suffit pas 
de composer, au sens ordinaire du mot, les mouvements harmoniques d’ orbi- 


A 


formes P;; il faut ajouter è cette composition le terme complémentaire suivant: 


18) (1—m)A Peostu-})—"sin(o-ts) —sino-ta) Vasinte—e)- (1-42) 
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o è | i a I 
ba MERA 1 Pi eine ia l'ira Tal ara 





Or a $ pi y n3 a i 





A|F cos (0 -- e) — F' sin (0 -|- e)] = abscisse du point décrivant la courbe 
d’envergure nulle AF(w); di) 


"i Da, sine leaf = DA; (fi) = Pl) TP" (0) — = rayon de courbu- 
È re p de Do SUO i. nulle P(w). 


ti 


Le terme complémentaire vaut done (1-—m) fois l’abscisse de la courbe 
i d’envergure nulle AF(©), moins la. projection Pata + s) sur Ox du rayon de 
AG . courbure de la courbe P(@). 





È È y ti È 
REMARQUE I. — Supposons que toutes les fonctions f;(0) se réduisent è 

des constantes C,. Toutes les orbiformes données sont alors des cireonférences 

de rayons a’, = a,(1 +- c;) respectivement ; et l’on retrouve le cas de la cond. 


struction' de Fresnel pour la com positioftdes mouvements harmoniques sim- 
NE 





ples de méme période. 





: Que deviennent nos résultats des paragraphes précédents®?—On a encore 
ig mais P(w) =0, et le milieu de SS' est constamment è l'origine. pre 


Donc, la courbe déduite est une nouvelle circonférence, de rayon I la 


phase du mouvement est (© -- e); et le mouvement déduit n’est pas aut ei 


que le mouvement résultant des monvements harmoniques simples donnés. 





e 
“ 


PAD 


REMARQUE II. — Considérons encore, parmi les orbiformes de la IR AA 
‘ celle definie par 








DIET, Ag de, 


avec mm déterminée de telle facon que 


f ri 4 % È 


A|1-} F(w) + P()}=0. | 


Prenons la plus petite valeur de m satisfaisant à cette condition; le rayon 
vecteur tangentiel OT détermine alors une orbiforme de largeur 2A, qui est 
une homothétique de la plus simple des développantes P,(@). 


6. CAS PARTICULIER DE L’ORBIFORME DÉDUITE. PES 
Supposons que tous les e, soient égaux entre eux, e’ est-à-dire que tous. 
les rayons vecteurs tangentiels p, soient portés sur une méme droite, 








On trouve alors : 


È a=Ia ; P(0 =XA(1+f)=0; 
OS= 3p,= Ya{t -+f)=A+ Za;f:; 
posons i 

È) La;f, = AF(0); 


on en déduit © 
1-- F(0)], avec: 


Fl Lr) —— Flo), 


Or, on a 


US 


1+F 3A P'CtH4 DADI Mir aa Di Eh) 


et comme toutes a o, a +4") sont positives ou nulles par 
_hypothèse, il vient 


a 14 F(w) ite 


Done, dans ce cas particulier, le rayon vecteur tangentiel OS, résultante or 
 dinaire des rayons tangentiels p;, détermine directement une nouvelle or biforme 
- de largeur 2A =2 ZA.,. 

Et le point P, projection sur Oxa du te décrivant M, est animé d’un mou- 
ve ment. harmonique d’orbiforme, de méme période que les mouvements harmoniques 
donnés P,, et qui est la résultante ordinaire de ceux-ci; c'est-à-dire qu'on a: 


—FOP,. 


En effet, on a DEUr le Rote È: 
AD Ui}i La;f; 
Ob SA (+2 ta) os — 1 sin o|; 


et pour la composition des mouvements harmoniques Ds 





IO 


S or; — Da i ef) } coso — f/ sino|= ad TU = GOsm SA sin o| 








ile 











La tpo 164 X ZIONE Rene 
D’ ailleurs, ù expression (4) de la fonction MONA de BE OSPITARE déduite. 
devient : 


- 


si SA 
AF) = = Saf, È 


et on voit que m =1; enfin l’expréssion (18) du terme complémentaire donne . 


Ss 
\ 


 Zéro. 


x 


à celui de la 


x 


Pi i 
Ce cas particulier correspond donc à un énoncé identique 
loi de Fresnel. SFasa 


Genève, mars 1919. 
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SULLA REAZIONE D’ EFFLUSSO 
DI FLUIDI COMPRIMIBILI 


NOTA sg pS 
DISISO 


LUIGI SANTE DA RIO8 (a Milano) 


1. Lungo una condotta a sezione t variabile può verificarsi moto perma- 


nente d’un fluido se esso passi con una velocità media oppure con una densità 
«media variabile da una sezione all’altra, rimanendo rispettivamente costante o 


la. densità W o la velocità v. Infatti l’invariabilità della portata importa che 
sia costante il prodotto pot; e a ciò si può sodisfare variando o la sola vo 
soltanto la pw. Vien fatto così di considerare moti permanenti a sola velocità me- 


dia variabile, oppure a sola densità variabile; ein generale a n ev 5 entrambe 
variabili da una sezione all’altra. 

Il moto permanente d’ un fluido attraverso un tubo materiale determina, 
come è notissimo, un’azione dinamica contro di esso; che, di consueto, si chiama 
reazione d’ efflusso. Ora io mi sono domandato se attraverso quel tubo possa 
avvenire un moto permanente d’un gas comprimibile a velocità media costante, 
il tubo stesso risentirà perciò alcuna reazione? e in generale SUPE sarà il valore 
di essa per i fluidi comprimibili? 

Di tale questione mi occupo nella presente Nota. 


2. Indicando 


fr frras, 
1 














ù .)(166 ) 


NM ya ' 


la quantità di moto delle masse’ continue contenute in uno spazio S, (es- 


sj ‘ ; | sendo p. la densità e v la velocità in un elemento generico d$, del campo che 
si . si considera), la prima delle equazioni cardinali del moto di Lagrange, 
"i porge 

13 È 





Hi i | dQ È 
va Di OE | bi 
À | 
3 denotando R la risultante delle forze esterne applicate e t il tempo. Poichè 
A la massa elementare dm = pdS, d’ una generica particella è ‘invariabile di, 
al fronte al movimento, alla (1) si suole sostituire la | î 
d | I 
} i d v 
è. E | nf 

cà 8. 










escludendosi così a priori qualunque dipendenza di R da eventuali variazioni. 


di densità. Avendo avuto motivo di ritenere che la comprimibilità abbia gioco | 
nel comportamento dinamico dei fluidi, ho pensato di sostituire alla DI Pe si 
quazione | ; A 


(3) ai ha - IS, Hei Te 48; he O 


equazione, sulla quale discuto ampiamente in altra mia Nota ('). La forza op 
posta ad R è quella precisamente che risponde alla surricordata reazione di 


Lj 


efflusso. 

Ora intendo di applicare la (3) al caso dei movimenti permanenti Sopra 

accennati allo scopo di saggiare l’ attendibilità realistica dei risultati che sa- 
remo per conseguire. i 3 . 

L’immagine geometrica della Sn Aote materiale o fr attraverso il quale 

si effettua il movimento, sia una superficie rotonda T; la quale, insieme alle 

“  sezibni terminali piane 7, € c, d’imbocco e sbocco del fluido dal tubo, limiti il 

campo S, a cui si riferiscono le formole precedenti. Supposto, per semplicità, 

che i filetti fluidi riescano normali a 7, e T,, consideriamo lo spazio S, come 

somma degli elementi S', occupati da ciascuno di essi; e calcoliamo dapprima 
z Luca | ba 


(4) Cfr. Sulla dinamica dei fluidi comprimibili, Rend. del R. Istituto Lombardo, 1919. vr 


# 
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il contributo R' recato Kr un oa filamento, essendo così 























— SE da 
à | | | | È 
d i di > 
(4) = 48, tI IS, : 
3. Si decomponga S', in elementi 4S, mediante sezioni di area do normali i ‘ 
nel loro centro di figura ad unalinea 1, talchè si possa-scrivere dS,=-d0-dl; e si. n 
fissi inoltre la posizione di do, e quindi dei punti ad essa appartenenti, me- « 
diante la lunghezza l dell’arco contato a partire da un’origine prestabilita. i. 
Ciò premesso, indicando con v il modulo del vettore v, potremo serivere A Ta 
<a, 1 A, È 
a «di eg iO 
e, attesa la. permanenza del moto, È 
i dv dv dl Si de dl 
TIESIRRT E, 
o Conseguono immediatamente le uguaglianze : ‘ sd 
sn ds = luao = da dl VAS 
=; = DISSI dI i 2A e 
TA ani cu 
81 Sa Ì ; > De 
pra = [nudo — dodl (2 MS 
i RA PN) AR al TATE | <a 
ut S', x 24 VE 
; TAR: di 
iapdod I dv \ 
D- i ; i SE x ‘ MRCTA " , da ‘ 
1 i i Ù î | | Rea i 2 4 
SA see | da 


si | > SZ: 1 ci i | 
essendo P'—p-ds-v la portata costante attraverso una generica sezione 6, 
e v, e v, le velocità agli estremi del filetto S',. 


EI Estendendo operazione a tutti gli elementi 8 si ottiene 


dv 
fee CRE Cene 


Si 








“A RA X 168 )(- 
designando P la. portata attraverso il tubo T e 0” e v,* valori medii oppor- 


_tuni della velocità in t, e t Se in queste sezioni la velocità è costante, a- 
“ vremo senz'altro — LI | A | 


a dv 
I i (6) lr E a 


i 

4 

S 1 : 
i 

: 


risultato che altrimenti si deduce. applicando il noto teorema. di Eulero © 
sulle quantità di moto. 


RE ANI e 1 gl DIO 


4. In modo analogo al precedente ‘si ha 


di Co (6) ba 0h = =|v dp7r do dl 
1 


;= v dovdy 
Si 


=[(0 d0)- 0] — ta), 


denotando [ (0 do) v ov] un opportuno valore medio del fattore v do v. Il prodotto 


v do rappresenta il volume di fluido che passa nell’ unità di tempo attraverso 
ad una generica sezione do. Moltiplicandolo per v si ‘ottiene. quella che per x 


analogia sì può chiamare la portata di velocità come è a dirsi portata di Massa 
o portata propriamente detta il prodotto del volume v do per la densità p.. Nella 
Nota dianzi citata, per un punto materiale in movimento, misi nello stesso 
modo in corrispondenza il coefficiente di massa dS,-p con quello di velocità 
dS,-v. Supposta valida la (3), anche nel caso di moto permanente a sola den- 


sità variabile si ottiene un valore R diverso da zero e precisamente 


- 





i R=P."(1°—#",, 





denotando P,* un certo valore medio della portata di velocità J, vvdo attra- |. 
pa E 


verso l’intero tubo e p,*,yw, valori medî analoghi a quelli su riferiti r,* , 
Nel caso di moto permanente a velocità e a densità entrambe variabili, 





"23 
Li 
# 
r, 
do 
ve 
" 
p 
di 
} 
L 





avremo per le (5) e (7), Lt a 





(8) A: RI R eo P(0, (us %)) A P."(4, — tt); BE: 
nell’ipotesi che ue v siano costanti nelle sezioni d’imbocco e sbocco del tubo; è Ra 
la direzione di R coincidendo (per pyidente ragione di simmetria) con quella 3 di 
dell’asse. del tubo. p: 

È poi di per sè stessa nanni l’estensione della (8) al caso di tubi con y Sc 
forma qualunque ma colle sezioni terminali piane. SOM 
o, 4 i, 1 mr. 

5. Applicando la (2) al caso nostro si ottiene per R il valore (5), subisca SI 

o no il fluido una condensazione nell’ attraversare il tubo T. Nell’ ipotesi di’ da. e) 
‘movimento permanente a sola variazione di densità, risulta perciò R—=0. no 
Alla stessa conclusione si perviene facendo ricorso al teorema di E u- «0 
lero, per il quale R risulta uguale appunto alla differenza fra le quantità "SR cl 
di moto del fluido entrante e di quello uscente da T. Senonchè, nel teorema ti SR 
di Eulero (*) si suppone esplicitamente che siano nulle le forze di massa do 
operanti sulle particelle in movimento e perciò si prescinde dai conseguenti de 


effetti, principale quello della variazione di pressione o di densità, che per noi 
. : 04 . . de 9 . ’ . 
invece costituisce una caratteristica rilevante del fenomeno. Pertanto l’esistenza 


d’una reazione d’eftlusso anche nel caso di accelerazione media nulla ma con = 0 
‘non contraddice al teorema suddetto ; e piuttosto un conflitto sì rivela fra la 7 È 
| proposizione di Eulero e quella che si traduce nella equazione (2) di L a- 

grange,. le prima richiedendo una condizione da cui Valtra prescinde asso- 

lutamente. Nella realtà è probabile che il deflusso attraverso il tubo Td’ un 

gas avvenga sempre con variazione sia di velocità che di densità ; percui non 

potendosi forse isolare sperimentalmente il caso della sola variazione di den- 

sità, verrà meno quella ineccepibile sanzione dell’esperienza che sarebbe tanto 
F desiderata. Ma anche in difetto di questa io non esito a ritenere che R non 
| possa esser nulla sia per l'analogia intuitiva dei due casi di moto permanente, 
È sia per la considerazione seguente. 0 0/00 ) 


prg 





« —’‘Supponiamo che ad un certo momento s’arresti il moto entro il tubo per 
ciò che a ciascuna particella venga comunicata una velocità opposta a quella do Di 
preesistente e che del-resto non si alteri per nulla la distribuzione della den- pd 
sità. Tale stato sarà persistente? o piuttosto non verrà a determinarsi un moto de 
.da t, verso q, n le particelle di maggiore densità (e. quindi a maggiore, pres. gt» bi; 


sione) tendendo verso la regione dove la densità è minore ? BICEFRMANHO che sì; 


(3) Cfr. per es., NJ o ukowski, Aérodynamique, p. 10 e segg., Paris, Gauthier-Vil- 
lars, 1916. Ae DESIO Hal 
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LA: 

POV } : è A / 

Un an Vai a: Y » Ù tI L'ad 
ue L Lg o è ei Rit, dl ee v ù Ma 7] 
ate 1/00): RA, AT AU SI ge ae “an VI ale A A SIALI AO GA, 





X 170 A i se 75: IRAZO «GI 
‘e affinchè permanga L'equilibrio. in quel RG a densità diversa da punto “AO 
punto, occorrerà applicare inoltre a ciascuna ‘particella una forza che si opponga. t: 
alla tensione determinata dalla diversa distribuzione della densità. ‘Al naturale | 
Die pa di tale forza, secondo noi, è. dovuta l esistenza della R. data dal 
N RT) RSA i Se 
Così, l'attendibilità della conelusione affermata in questo lavoro, circa una — 
reazione inerente a un déflusso a sola variazione di densità, attribuisce credito 


(io penso) all’ipotesi che costituisce il fondamento della mia Nota sopra citata. 


ql 


Milano, 17 Marzo 1919. PRE $À: 





è) La formola (9) della mia Nota « Sulla trazione dei natanti aerei e sia » ti nor R. I 
Istituto Veneto, 1916-17) va corretta nel senso che alla portata di massa (210, - dei Wa): Tra deve 
sostituirsi una portata media di velocità (2rp*dp*Wa): Wy essendo g* un opportuno valore medio 


del raggio p ivi considerato. Si ottiene pertanto dy = [2xp*dp*Wx]We (be pa) ‘in luogo di £ 
dy = Wa 2rp- dp, py(ha — pi) e: ee 








"SUL xeno DI SOLUZIONI DELL ROVAZIONE © 0 I 
DI FRE DHOLM QUANDO i EL ST 


i SMS OT A | 3 $ 
DI 


3 E aa | LUIGI TOCCHI (a Benevento) | 1, “nl 


f 
# 


Nella sua Memoria (‘) il sig Fredholm ha dimostrato che: se ) an — > di $° 
nulla la DA.) e tutti è suoî. minori fino a quello. di ordine p escluso, la condi- Di 


zione necessaria e pelare perchè Dequazione \. ne 
D) 1 F; kE do 


O. RFI =Ne) SCR 
VARCO \ i 0 nie : I : , 1 


ì "A sei 7 ; È DIE i î \ ® 
fa di, 3 î at RSA " a \ pui a 
P N P x la $ * { È a i IIC 
n; a . i c . | x y 3 $C è he ” . *,X à » . . . DI di 
abbia una soluzione, è che sia soddisfatta Videntità, qualunque siano i numeri Ki; 
Abe di i mR se 7 Ha hr: 
si 3 pe LC } î AS 
> ‘ Pi a Su 
Me, WACITO bi iS 
SIE Di si dy,= 0 | e: 
le LANE Matt . DI ; s* SU») Yn a f + O 
i sE Pi Fo ; j $ > Lr n PIO : Y, Y, 00. Yp 7 | L PRI RA 
, SM {* , Da A : (0) f È i nà ' c% ?) 
hi 
Indicando con a, dei numeri arbitrari, la soluzione generale è data dalla CLI 





n VERRA. a n° Sa, ìi da 
(1) Fredholm, Sur une classe d’équations fonctionelles, Acta Math, 27, 1903. 


n.05 : ax 
n Ù x #{ » SE 

Pa 4 . È niro 
ta ti Sa 
,* w 7, t* la 2° Ì 
9 <a } \ $, Dr Mg: 
"A r A "(e 
E Pi 














OE g, dia È ot 


Xi ko ti DEAR 213 y) dy + 05. "iene, SR 


p |A OL GET, 0g 
YYg ++ -Yt5 LA, 9 ; ot Di: 
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Sotto le stesse condizioni, trattando dell’ equazione. ‘omogenea, il signor. 
Fredholm ha dimostrato che essa ammette soltanto p soluzioni lincarmente 
indipendenti ed ogni altra è combinazione lineare di QUERtE, le quali sono deDo5 
che figurano mella sommatoria della (3). Ù bam i 

Invece, per ‘l'equazione completa, egli si arresta alla (3), e non s° fndagia E 
a ricercare quali e quante soluzioni linearmente indipendenti possano ottenersi 
dalle infinite varietà di soluzioni, or la formola (3) ci offre ‘al variare. dei | 
parametri #, ed y,. ti se 

Ci proponiamo in questa Nota : i è SU 

1.° di stabilire quali e quante siano le soluzioni linearmente indipen-.. 
denti COPTRAZINI completa; 0 > TRAE dI va 

2.° di trovare la soluzione generale, senza aci pin figurare le soluzioni. 
dell'enunzione omogenea. UE Ta dpi iti f | 


PT 1 e nel modo seguente : 3 
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Se moltiplichiamo tutta l'identità, per fa (Yi) e | integriamo poi rispetto. al 
Yp+, 3 SÌ riconosce subito che i termini della di sì annullano tutti a causa: 
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Nel doppio integrale scambiamo fra loro le due variabili d’integrazione x» <A 


ed y,+,; l'eguaglianza potrà allora seriversi così: 
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soluzione. Moltiplichiamo la (5) per a, e sommiamo membro a membro per 
$=1,2,....,p;p+1. Se poi si pone 
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delle pt 1 soluzioni (x) è pure soluzione dell’equazione completa. 
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. 4. Dimostriamo ora che, reciprocamente, ogni soluzione dell’equazione com- 
| pleta è una combinazione lineare delle p +1 soluzioni ©{x). ; 

Sia g(a) una qualunque soluzione. Riprendiamo V’identità di Fr e d h 01 m; 
sviluppata per le colonne, e scriviamola nel caso che i pa rametri siano p + 2 
e nel modo seguente : 
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Moltiplichiamo tutta l'identità per Xf(Y,+,) 9(6) e integriamo poi, rispetto 
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Il primo Mera DED di questa identità è eguale a Re i 
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Sostituendo nella, (8) e_ ricordando il significato della (x) e della è,, © Pisi 
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lineare delle dii + 1 soluzioni. Pi O) ed è E alla o forma (1 
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spl problema del moto di un punto attratto da un centro fisso proporzionata- 
mente alla distanza, sì ottengono tutti quei problemi di meccanica che ammet- 
tonono un integrale della forma. 
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(5) E. de Cristofaro, Rend. della R. Aa. dei Lincei, v. XXVII, s. 5. 
(®) Questo teorema, come fu detto nel!a precedente Nota citata, fu comunicato, senza di- Ù 
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perverremò a due sole equazioni per la dol orminazioni "dalle forze, il dr ci ; 
farà dedurre che le forze non restano del tutto determinate. i * ROL 
Quest'ultimo risaltato fu ottenuto dal Vivante in una sua Memo- 
ria (0) ; za ‘Finotti © SE 
In questa Nota si giunge al risultato enunciato MR dappritoa ‘ita 
metodo analogo a quello adoperato dal’ Bertrand.in una sua Memoria 6) 
e dando poi al calcolo un indirizzo assai semplice e, per questo, degno di nota. 
1. Vogliamo considerare il. caso in cui, nel moto di un punto nello Spazjoni ; 
esiste un integrale della forma (1) in cui A, , B, , ©, , Dj; A, ;} Bi} )e® da 
sono funzioni finite, determinate, ad un VAI0rA delle sole Pa y, zed h è una È 
costante. ; i i s z 
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in cui si è fatta, per semplicità, la massa eguale ad 1 dobbiamo uguagliare a 
zero la derivata totale di % rispetto a t; l’espressione che otteniamo \deve es- È 
sere identicamente nulla perchè, potendo assumere per tempo iniziale un tempo. 







sigg e possiamo assumere ad arbitrio pe un certo istante, le componenti 
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Uguagliando a zero i coefficienti dei termini di 3° grado rispetto ad W. 
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(3) Sugli integr al delle equazioni del moto di un punto che sono funzioni lineari Fratta delle | 
valacia componenti [Ren. Circ. Mat. Palermo t. 6, pp. 122- 138 (1891) ]. Pa 
(4) Mémoire sur quelques-unes des formes les plus simples que puissent présenter les intégrales 
des équations differentielles du mouvement d'un point materiel. [Journal do Matbematiques, 8.2, 
t, 2, CEDI: È RR 7 REA RA. 
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che costituiscno tre primi gruppi in cui non figurano che le funzioni A, , A, È 
.B,} Ba, 0,30» à 
io a zero i coefficienti. dei termini di secondo grado DGuelia 
cad Sia (yi, CA si hanno le seguenti equazioni : 
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che, in generale, sono più che sufficienti per determinare D; e D, una volta 
che siano state determinate A,, A.,, B,, B,, O; Oo 

Infine, uguagliando a zero i coefficienti dei termini di primo grado in #, 
y', 2’ e la somma dei termini indipendenti da x’, y', 2’, si hanno le equazioni. 


mil 











; 0D 0D\ 
(A,B, — A,B,)YX +-(A,0, — A;jO)Z + (DG i I 1 7) 0. 
| OD, OD, 
(6) (B,C,;-—- B,C))Z + (B; A, — BA)X+ ui 7A, — Dj di si =0. 
(C;A, 0,4, Sai 081 + (D, Di Di Se) =0 er 
(0) DIAZ BA ARDA Sri i 
che servono a toni determinare le forze , una volta che siano state deter iii ta 
nate le A, B, CD. | Di 
i FETTA 


AIAR il metodo adoperàto dal Bertrand nel caso del moto di 
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È facile però provare che, fra le costanti devono intercedere delle rela: 
zieni. Infatti le (2) sono identicamente soddisfatte; la prima delle (3), sostituendo ‘ È 
i valori dei coefficienti diventa : pa Ù) 
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Considerando db, + d,, a, + €, come ‘incognite, le due ultime equazioni costitui- 
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— Quindi, la forma ultima dei coefficienti dell’ integrale è: 
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È È bene osservare che le equazioni che legano le derivate di u,:0, èw, 
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Uguagliando a zero il termine noto ed i coefficienti dei termini in 2°, y°, 2° 
si hanno rispettivamente le relazioni 


_» 
| () 
a È (11) | ip cul + Aes -D,g= 0 
FRI 
O — ph myp—p1=0 
(12). — GR —m, w 0 
| Pall | 8,7 + Bf 0: 


neo i 


Uguagliando a zero i coefficienti dei termini in x, y, 2, %y, 22, yz si hanno 

le seguenti sei ed ultime relazioni, giacchè i coefficienti del termini di terzo i 
grado in x, y, 2 sono identicamente uguali a Zero / È 

| | ; : | I s 


GR Pak male pag ti Dad 0 o 


È 
da pasra digli STA da) )k sa N,9 — dp + Put =) rà 
o (13) ah gl I 8, ME (8, — Pag nu Id HE ra =0 

i ; A Qggh — Pal LS Te 8,)P "tà UCTOI n Pale 0 


» ci Szgl — Pys9 — 84P 1 (I + 51311 qtme=0 


Sage —— dg) — YygP ari 1,34 STI Ps — do) ri=,0. 


sil ten n a 


Dalle (12) risultano n k, g funzioni lineari omogenee di p, q, 7. 
__  Sostituiti questi valori nelle (13), otteniamo «sei equazioni lineari-ed omo-. 
_genee nelle p, 4, 7; perchè queste sieno compatibili, lasciando completamente 
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arbitrarie le a, dg dD, + +. e quindi le 8,, 83. + bisogna porre à, “ 
pere / î 

; ì - a 5° È (5 i 

con che le (9) diventano Koi (Ro er Sn 

Po uo ui 

CAD; LD LA ‘SERNII 

(9) a = DID da è CE 

‘w= C,D, — 0,D, =9 pa { HATE 

e le (12) ® i N 

dr, pi : 
i Pa h=0 % dia ; 





R non volendo SP RUOSLO h, k, 9 uguali. a zero € ano 4 = dI 


i gh E 9 
risulta i g SR di. 





ù 
P° 
P39 las =0, 2/3 
& Li <P è 
cioè oe a D: v- 
Mr \ ; i 
0, 3a: = bf a 
XU 
. DIS Ù; 
Allora le (13) si riducono alle seguenti i) ; dee i 
, N n sà Ai: 
9 


— (9, + Pa) n mk — - p,9 = sE -0 Mari i a ho u È 
(13) ; dda + (85 gut + ng =0 


Ù1 


A Tigl Z| Sy, +, Bs or Py 0 





e quindi 4, kg sono legate dalle relazioni (11) è e (137). Si ha perciò n un siste. dl 
ma di quattro equazioni lineari omogenee nelle INCABRRE, ha: A Ig Affinchè VISI 


. » " ‘ È 4 ERE 





ì | | (189) 


\ n # i 
sia soluzione occorre che la caratteristica della matrice 


x 


e da Su Pu 
: — (da + Pa) Mesi bri Pa 
_ 4 83 Ia I Na; 
Tg Su Viacog Pa 


sia 2. È necessario perciò considerare i quattro determinanti di terzo or- 
dine a cui dà origine questa matrice ; essi o saranno identicamente uguali a 
zero, ovvero nguagliati a zero, ‘daranno origine a nuove condizioni a cui de- 
vono soddisfare a, a, d, bd, ecc. I 
x Sviluppando i singoli determinanti ed eseguendo tutti i calcoli, si trova 
x che essi sono identicamente uguali a zero, perciò riferendoci alle prime due 
| equazioni del sistema (11), (13’), si ha 


(15) h:k:g = — 8,P,s + PIRO EI IVAN i pel 09 real POV LI ee MCO ll PAC a e O 
x À 


Allora, per determinare D, e D, basta risolvere il sistema individuato da due 
sole delle (9’). Risolvendo quello che si ottiene considerando le prime due, 


si ha . 
î Mi (DE uB, — vA, ES hB, — KA, NERO 
TR br bi Bi Patt BY LD Pi 
da) 1 I 
p,= Bi tà _ __IB,— ka, 
A,Bi AjBy N Dil M,Y 4 (8g Pe Da 


2 l A 
i 


cioè D, e D, sono razionali, fratti, di primo grado rispetto ad «, Y, 2. 


® 4. Resta la determinazione delle forze. | « 


Poniamo 


UT—AX4+BY#0Z ©, VeAX+B,Y+ 0,7 
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È le (6), (6°) diventano si i 
i; da Mt 
9 AU — I COR. DO Fi=° K : 
; Da 
Ù | DE Ain) iui ARA 
n (».B.U4= BIVHaDiE Di vio, dI ‘0 
vas, C,U—C,V+D, da Tana mu 
> Cani Riga On 700 
ì Db Dini 
i 
> 4 
s È facile en) che queste equazioni non sono indipendenti. Difatti, S0- 
; stituendo il valore 
è bo 
È ° | SIR? 
S sig i a D, Ù 
î) ricavato dall’ultima, nelle altre, si ottengono le equazioni 
D, DIC SLIDE 
VA. — FD Di = ì I 
RLr Dj ; oD, OD, FIS? 
ei I 
D, D, OD; ui” 
v(.3°—0) +, D Fe =0 
e se indichiamo con V,, V,; V; i valore di V che si ricava da ciascuna di. que. 
ste si ha 
>; | x 9D Dis: 
aa Dea a 
. Fade AD, — A,D, ; i bei na i 758 
i co SAT 
SUNT: Di dI — Di +- a Tato Da 
*7D,. B,D, — B,jD; 
9D 9D, | VELIERO 


pa ESE it SI 
1 Di dz D, Oz 


C.D, — C,D 


2 204 12 ia più 


Ve —- 


\ "SR, 











e id 
e. af i 


AOSTA 


Se ora proviamo che questi tre valori di V sono uguali fra di loro evi- 
.  dentemente le (6), (6°) si AGIO a due sole e precisamente alla (69) e ad 
= uma delle (6). 


Pertanto, in virtù delle (14), se poniamo Ù 
AB, — AB, =— Dist ®,Y4 (ea Pa)? eb, A 
si ha DA Ri 
Do . x "a 
1 SALVA DRBTYA (SREOTAT A BC O TORESE | : RO 
RR LR RR rene Size ii i 
R4 si 
7 | _ 1, —ka, ELL +, (hB,—KA,) | 
i PR ch, A? 
È fig *_yMB,,—B.d)HMA,0,-A,d,) 
pera 
| 
I ò RN Le ll 2 hn,,+tp,s 3 
$i i UTC ; 5 
4 n 
bi dDis èD, 1, —kA, Aron n, (hB,—KA,) 
(dy > "i — ALERT ASIA 
È i “4 > 
Is bi By KA, Akd,—n,(hB,_—kA,) Ù 
bia) ; Spie rega \ SS a ic Aî I 
‘3 RE (Be Bd)KA,e,—A,d,) 
aura Ri AO. AI 
È s SI DE 
"i | x tPhdig 
“DER QAR \ ta i \ 


e quindi, sostituendo nelle (16).6 ricordando che 


A, pt AD —-A,D=%, B,D, — BD, =%,. 
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‘cioè Lieto e i se 4a 
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in ogni modo, cio si prova con dimostrazione identica alla precedente tenendo 
però presente le relazioni (1). NE re 8 


ini Pi 
IAP OTT IT 


Resta pertanto dimostrato che le equazioni che servono a determinare. le si 
forze si riducono a due sole indipendenti, il che ci fa dedurre che le forze 
non restano del tutto determinate. Ciò prova ‘anche, che il teorema del Cer 
ruti, non si verifica più nello spazio. 
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RI DUE PROBLEMI FONDAMENTALI DELL’ BQUILIBRIO BLASTICO 
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NOTA 
s DI 
“I i RAFFAELLA ZAPPA (a Napoli) 
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Sog saoto della presente Nota è 1 applicazione dei potenziali di elasticità, 

che hanno formato oggetto di notevoli ricerche del Prof. Burgatti (, ai 
. due problemi Ei oiograi dell’ equilibrio elastico: i 
«1 dati gli spostamenti al contorno, determinare lo spostamento in un 
| punto interno del corpo; i 

2.° date le trazioni in superficie, Lena minare lo spostamento in un punto 

interno del corpo. W 
«Essa è derivata da un mio studio intorno alla Memoria del Prof. W e a- 
theburn (*). Alla forma cartesiana adottata dall’Autore nella prima parte, 
io ho sdstituito la forma vettoriale (*). Inoltre, non sembrandomi che le con- 
siderazioni dell’ Autore su quelli che egli chiama problemi fondamentali, 
- risoluti col metodo del Poincaré, e sulla perfetta analogia coi due pro- 
blemi di Dirichlet e di Neumann sui valori al contorno, siano perfetta- 
mente chiare, ho cercato in altra guisa di risolvere, per mezzo di equazioni 
integrali, il secondo problema fondamentale. 





Po ditemi ‘è 





È 


(4) « Sui potenziali newtoniani dell’elasticità e applicazioni ». [Rend. Accad, Lincei, vol, XXIII, 
| Serie 5*, 1.° sem., fase. 10° e 12° (19t4)]. i i 
i (®) « On tivo Fundamental Problem of the Theory of Elasticity». [Philosophical Magazine 
and Journal of Science, sixth series, vol. XXXIII. N. 187. July 1916]. 
(3) Burali-Forti e Marcolon go Analyse vectoriellè générale, I, Transforma- 
tions linéaires. Pavie, Mattei , 115; II. (i gione à la mécanique et è la physique, Pavie, 
Mattei, 1913. } 
‘ YOL, LVII, 
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Sp | Le NUOVA FORMULA INTEGRALE 

Si $ 1. Un integrale particolare dell’ equazione dell’elasticità nel caso dei corpi 
i isotropî — Per un corpo elastico isotropo, soggetto a forze di massa nulle ed 
; € alle trazioni in superficie F”,, le equazioni indefinite ed al contorno sono | Sq 
da (1) Ag +(2°— 0°) grad div gs =0° 

P Ù (2) sd n=— (£°— 20°) n div s — 20*an+- wfrot 8/\n A O 
") a s x % î | 
di dove s è lo spostamento, n un vettore unitario parallelo alla normale, a l’ o- 

È ds È | LARE Le AA 
i mografia — A £ ed © sono le due costanti di isotropia. c 
. La (1) è soddisfatta da’ ò «37 ta 
3 | , a Q° — o? ‘ O 
bj. 3 È ener ivan 

CR ( ) È r 202 S 7a ; 5A 





essendo a un vettore costante. Infatti, essendo 


sO AI DEA a — @° dgradr = vio 
s Agios O) PI grad; grad v><a= = — = (STpet a ica 
Ita aa (PE Sa "pa 
Mn bet 

si ha 4 : 

Ì BORE eee Ùi ‘ups, 
Mg NE SES gradigrad rx<af = — Se grad A}grad rxai, 
dà: Y = 9 ) = } 

perchè è | i i ME TANI j USS, 
a 1 1 da 090da 53 i IAA 
l NEL SAS rad de 0 TI 
A ha ta4z+275 grad- + EE 


SD (. da dgradr : 
A(grad rxa)=grad rx A/a + axA'gradr-|21, KS . ni =. pani 


= axgrad Ar —2ax grad 2 

















i vp 
O *)(195 )C 
” x vw 
dunque : 
4 sa 
3 ‘ 
i «dad grad — 
Qi 9 PIPPA. r Sa 
lr ARBEIT, Ad SIMS +. > TAdetigg  L37 SAlanroe e 5 
ie | ca a s grad rxca= di ap? ; 
o 
| all o_o af ds 5, 
SR Deb ei noe Ret (TI gie A' lr= i 
div 8'—- div | feta Asgrad rx<af=div E soa a ci "a K 
; 
sa 0 LI |; 
(5) = div- — 5 “ arcgrad (Ar)=axegrad — ReCO, 2axcgrad È A Mi 
e DR, Mag an vi 
sh 
TO ; È Sh hi 
= axgrad È P 
É % } po i È. i 
} (TRIO 7 , dgrad — a 
° w° r Sd 
: RES div 335 [coro a Sg ax<grad © o DE dp a. ; 
‘ Sostituendo nella (1) i valori trodati per As’ e grad div gs’, si ha di 
I | . 
' | | 
,  dgrad Le; s d grad 4 
u_o O CA TUO è i i 
o? dP vpi TP #88 [ 
s : N 
Calcoliamo ora le trazioni in superficie corrispondenti allo spostamento s’, fa- : hi 
cendo uso della formula (2). Li; 
i Dalla (4) si ha i Di 
> CA o I : 5 x 
B:- rr L+oa/L®—- (1 
i ì . ee eredi a: rta 5 
da cui | ; 
pi il 1 
d- x a grad — - 
Met RESI Q + a On vr Q_- 0 1 MEO TE 7 
; ETA ed i SA E SPAM 
(6) ap" 30° an ggr feta al Nap utda dios 9) 











o sa ae 
+ 1 1 
(7) (rots) VA nes afrorÈ Ri i enna È — /\ a}/\n=n x grad 'a_nXx a-grad c: 





“e Sostituendo nella (2) i valori (5), (6), (7), troviamo per il valore della trazione 
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in superficie F',, dovuta allo spostamento s', , 3 Ri 
Le, 2 2 0° eu 1 1 
Siena — 20°) Ga ST grad = ><a: n- (04 Age x at. A 
i 
MIR È \ 1558 TRIBAL e 
fe. RO n gi agrad — — ‘ i 
SS ; Ao ONT Li Vin ATEO EE î bi 
| Tg SOR sn Ao (Q2 ONCE Vo eg -vamen? % (P_ ur > 
x 1 van o ; 
ZA 
di i 1 TO 
i + ox grad lia wnxa. grad = = Gi grad- Xx a: n Gagrad= x Nn: ato 
: I 
È. - 16 1-1 [.A 900 RAI VR 
fs 1 d 3, ii 
— 6° -q> Rot: 2° (p° i ta 
nxa-grad n io o? (08. Pe Xx ai (P_ ® i 
E è 
Or 1 | ACE 1 EN 
wp F,—=° grad ec grad pon — 2°n > a-grad ud p 
dici A, I 
DE ì DI È dgrad 
(8) Ea ge o 
3 du 
Pao ALTA SLA 
(LIE Laglio e 
dn dre o MA PERA] II S an\r} 
d grad — ; i A $ Di 
r) P_O0 d(1\P_0__ 0 
Dip VETRO ti IS (ian ata 
Asia (i ) Mea Ro ax gradr È () ra 
i nx a-grad o pr ax grad r-grad Le 
mi 0 o SA | 
| Quindi Siyfpedone 
: al 
i wp 1 w'p al È toa di n? 
I. — o via x ILA E rad = SI he Sa 2 5 HER ‘ Rea in 
Fi= GE grad = x a-m— Gg: grad=x<n-a — w*pn i: grad 1 Basa 


N 





LE dn 


Fegiz a-grad: — 3 @— oNax gridr:7, (3) grady 0. 


i i %. | (Di 
A aa “ADE 
F,= e berna DI Na — rd Aia dear Foros “apc gradr.i(L Vera 
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Poniamo ora 


Li 1 
r OL — è8 


r 
Gi 89 urna =/ n) i\\A49 La 0 30%p LOIRA H(gradr, gradr)= 





dove 0, è un’omografia. 


Dunque allo spostamento s' —=Y,2 (fp è una dilatazione) corrisponde la tra- 


zione in superficie 


(9) Fi, = 0,2. 


$ 2. Nuova dimostrazione della formula di Pomigliana, (dia espressione de- . 


finitiva. % fa \ 
Se s ed s’ sono due soluzioni regolari della (1) ed F,,F'’, le corrispon- 
denti trazioni in superficie, supponendo nulle le forze di massa, il teorema di 


reciprocità del Betti può essere posto nella forma 


(10) Td fi F,x<s'do=|[F',x sdo. 


Ad 8’ possiamo sostituire il suo valore, dato dalla (3), e purchè il punto O sia 
iselato con una piccola sfera, avente O per centro, la formula precedente, 
estesa ai contorni o e o,, diventa: 


| (11) fx s'-. do +/F. x s‘do, = x 8do +/F- x gdo, . 


Ora passiamo al limite, supponendo la sfera infinitamente piccola; nel passag- 

gio, al limite i due integrali estesi a o non mutano. Consideriamo gli altri 
Ì + 

pa uno alla volta. 


fax Xx S'do, sif sN unico Cote ri Ai tn E 0} do 
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20? v 20° ea 


e, poichè P—O—=rn, 


| Lo a. 8-08 
ee ea 


20°: n 20° PENE 





LL 0? MIOTTO, 
af sa go a+ gg tando 
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‘a lim fr. x $do, = 0, 
pra c,=0 ì ; 
Bi; Calcoliamo Duni [Fax s-do,, tenendo presente la (8) 
(Fosa i/[-- dt e ++ 
n i sd g sì 
y | - n 
pi. AED 2(0? Mata ax n] 3-42) 
d VO È 
"a essendo 
o agrad È | 7 ‘dgrad 
Tai ii 2 da CE 2 AE 2 
(A— o)lax ——P o)= (2 + (P— 0) 
3 P_0 n 
È I PO Ea 
cioè 
! dernd] a) E i 
e alan) (e - 0= 20 anlax im = 20! aan 
, La N i 
oi ed è 
op | | Sd Ape } 
Foca = GE la e 0) fa><n-n x s do + vas fd = or 
n j 
= Gi al ) + Arolaxs=tn dana miro nca 
| ; lim J F7,, >< gdo, = 4ro0°pa X Sy 
I Cia - . 


“avendo indicato con s, il valore che 8 assume in O. La (11) diventa © 


(12) 


è & 
E del” 
WE 








La (12) è analoga a 
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Pi fara 

4ru A Li è du do 4 
RE: dn on dn dc RTS 


che dà il valore della funzione armonica u in funzione dei valori della tun- 
zione stessa e della sua derivata normale; questa formula esprime la funzione 
armonica come differenza di un vettore potenziale di doppio strato e di un 
vettore potenziale di strato Semplice ; da ciò viene l’idea di. esaminare i due 
integrali della (12) dal punto di vista dei potenziali. di strato. s 

Ciascuno degli integrali della (12) soddisfa la (1) Infatti le (12) si può 
scrivere ancora così 


“x 
PIER IR RT 


stà 


(13) 4rop'a Xx S; =| F, < 1:ado — fi 0a x sdo; 
EI i % TOR o ; 3 ; LE 
dl s, Soddisfa la (1) per ipotesi; .@ già s'è visto che è soluzione della (1), dun. 
que anche il secondo integrale soddisfa la (1), ma come funzione del. punto O 
vi soddisfa qualunque sia s che dipende dai punti di o. 


Alla (12) possiamo dare un’altra forma, introducendo 


My,ma =) (2° — TA grad, n) + 20° — DAL, -- 011 ot {, n) ta. 


n 4 È 4 
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3 SI | 

x ; \ , 














è e la (12) diventa 
n o = 1 IF, x<'1ado4+ L fa do, 1 
S , o 470 pa >< ST 59? n >< la St.508 (1, Ma Xx s 0, c- 
Pi st - 
E; | È CAO 
i essendo ) i k 
) ) i È 9g lina BEE s SI ; 
i i ta n VERTE 
E dove è vas Le È 
20 dgradr 
A ; = — 3Qr_ 0% 
f {fara È Wi p 
i È |  8rpo*dFa x 8s,= a x [xF,do de pa x [KX({,M)sdo ; 

dividendo per p ed osservando che a è un vettore arbitrario si ha 1 4 





 8ro?L°s PAOLA {F,do K\(y, nsdo. 
0 p 


srt N dA ag 
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Poniamo ora - ig 20; dl I dal 


ae (ue) >< o,ado S% AR i 
\ : 2n ì, À "Fecha 
s ue0 iL di 

a><V0)= 7. fue) >< ads sN À 





dove U u(P) e v(P) sono vettori finiti e continui, funzioni del SuataRa contorno, 
soluzioni della (1) e sono funzioni finite e continue del punto O di rc. 

Al secondo membro della prima di queste formule applichiamo il teorema 
di FRAU AZIOnO, osservando che a è un vettore arbitrario 
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e per la seconda formula ricordiamo che ', è una dilatazione e che a è ii UOMO SE 
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vettore Arbiteario Di y Ù Ti A 0A 
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VO) = 3. fmi) 


Sostituendo a o, ed a *, le loro espressioni, si ha : 


ì AGTA Jre 4 
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x 2__ 2 x 
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2r PiScar rit 
\ La (13) diventa, essendo a un vettore arbitrario, ‘ 
- = > Pa I 
(16) — RS 207 pvo)= V(0) + W(0) I 
avendo posto, in luogo di s, il vettore v. f s 
È DPR, i 
È; 8 3. Discontinuità del sbrari W attraverso 6; continuità di Vis PA $ 
Striamo che i 1 
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(17) I SR 
per Wi= W(P.) Cron) wp V(P,). E; 
— Infatti, poniamo Sd, 
® e 4 ; “D h ala i i in mi DI 
ne ne 0 eta 
4 


\#° 





r__ Op È Ù r 


TRI an 





| che’è un vettore potenziale di doppio strato, 
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| che è un vettòre SICA di doppio strato. 
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le formole di discontinuità sono. È 
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Il vettore w” è continuo al limite; infatti 
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e per la perfetta simmetria della © sfera di raggio unitario ® ///0//00 


ì 
2 
di #*% L re 
x x , DI A 
- = dei fi 


i teo Leda . O 
foosta do = [cos do = [cos] do == af(costa -—+-cos°p +.cos*%) do= if ig. bob. 


» 4 Vai) 
le, 2° % È. » » 


"1 0 PC O PTT, 
a— PRE 01 | 37 CORSE 


[etcosa DO =— do — f(—ul)cosa cost da - w'frosa cosf.dw . "ST Rn 


dn - Ls 
Ma fees cosf de è zero, essendo esso un DReCSNO di inerzia, è sappiamo. Sr 
che i prodotti di inerzia sono nulli, quando la terna i de k coincide con quella | 
degli assi principali di inerzia. Sarà quindi 


cita CN do=fa — coso 60887 do | su | i ‘i I 


1 
d- Ca 


/ gradr [gradrx<v(P)] La ni iu) costa 4>j(u'"—u”,) cos°B+ 





dn 





} A 1 SY 
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glia”, 
Si ha dunque 
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UGRÌ 200: Ù ; O hi: 
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È » w4, w'(P (P.) + To da v(P.) ; 
(20) Ù LARE: 
i /, È 7 \ IN} Q_ w° x hi 
: | sw di e SW *P$) — ®°p F v(P, ) ; È id 
: Sommando le (18), (19), (20) si ha a 
Win WAI, + wr, =WP)+W®) + Mali AF 008 tI SOTA 
v' | È wi È É ‘ i 
fo, +e MEd tate ve VP = WEIL 
} | i i # ; 
I O 97, O) di 
4 i Wi, — Wifi, + Win HAM "a W'(P.) ch W'(P) Sv W (Po) ao. si VP.) FF 
Dr 5 " ° . i ae 40] , di 
fee 
6 ù 5° ip s 
hi. — Op V(P.) 35 Woxa V(P,) LA W(P,) _ Op V(P.). 
| Passiamo ora al vettore V e dimostriamo che è continuo sua cer i 
i 3 | o o ® i N R 
i i 1 a ; i i x 
be  VO)=3zfieut®) do A 
cioè i 
ILErt i uo Dia d di Li i dN 
eci md ue) d to pr È ; 
È ri Le; è ; 7 p N va 
Qt 0? 1° u(P dati Lai Ce 
SFAMISTI Mer irc ) do — —_ 90? sf grad I x u(P)-(P — O). *do.== Se 
1 è i biscri 








_Y+o' 1 (ud) | Le aje=gr È 





20 rl rr CT ELIO 
ò w 
Poniamo 
u P_Ozrl 
7 pressendo [| un DARA unitario 
Gi: "DER Pet 1 lu(P) 0a ner 


29? 2a] rr: Sansa 207. x r 








Y 206 ) 


2.4 








pi s'è visto, soddisfa la (1). Per calcolare tale trazione ricordiamo che la trazione 
di in superficie, corrispondente allo spostamento ‘pa, è 0pa, dove a è un vettore 
3) costante e cp è l’omografia già definita. Quindi la trazione in superficie F, 
i i la 0 

[° relativa a V—= — [fp U(P) do è* 

so . 27 

G ‘ i t 

R; 4 

È # 1 DÌ 


SERALE] MO EST IRE o 
| F.=5 fue =z fim 


i i I na 
x i i par 


è tu PI 





ti SA poniamo 





Quindi, essendo V la somma di due vettori potenziali di strato semplice, 
i quali, come già s’è visto, sono continui al limite, esso è continuo al limite. 


.$ 4, Il vettore V riguardato come uno spostamento del corpo elastico. Di-. 
scontinuità delle trazioni superficiali.—Poichè u è un vettore che dipende dai 
punti P, di o e V è uno spostamento funzione dei punti fissi P_ed O, calco- 
liamo la trazione in superficie F, dovuta allo spostamento V, 


Sin dai gradr x u(P) ; gradr(do; 


È F, -— F', Ad Fis + Fio: 
i vi 
È dove 
È s1 i 
È F' ii x u(P) do 
n <ONi rog 0 
o 9 Ù 
; 1 wip 
pio Sa DEI (& grad — LA m)Autr) 
1 
al 
1 A — 0° 
(RR RA SIRIA. 
tor 27 sO) Pope 






ca gradr x u(P)-gradr- do. 


‘ Confrontando Fs F/, , pe con le espressioni già Ritrovate per W', w”, wr 

i si vede che F', ed F'”, sono eguali e di segno contrario a We w 
la discontinuità di F, è eguale e di segno contrario a quella di W, perehè RIG: 

è una funzione continua al limite e la sua discontinuità è zero. 


‘ 
ast 
costi 


che, come già 


(grad c A ) UE 
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e er e 








Si hanno dunque le formule : Meo: | , } 
(21) $F tn = wp U(P,) + F{Pd ) 
SFR, az op u(P,) | EX): : | A al 


| i 
I PROBLEMI FONDAMENTALI DELL’ EQUILIBRIO ELASTICO. n 
$ 1. Determinazione di W(O) e di V(O).— Proponiamoci di determinare gli 
spostamenti W(0) e V(O) per un corpo elastico isotropo corrispondenti rispet- i 
tivamente alle relazioni : 
5) (W),, Ma SEX (W), + (W_, = f(Pù). di 
(1) II Î 


Mo 


5 FF. i— FjFat Fi), {=er) 


e 


Cerchiamo di soddisfare alle (1) mediante i vettori potenziali 
(2) 


avendo posto 





DÌ ; 1 


e dove W(O) e V(0) sono dovuti DIRO ad un doppio strato di mo- 

4 mento V(P) e a un semplice strato di densità U(P). 

Tenendo conto delle formule già stabilite per le discontinuità di W ed F., ; 
si vede che V(P) ed U(P) sono soluzioni della coppia di. equazioni vettoriali 


© Serg = siate - ; 
d ht AFC e » p pra 
SM e RT IATA cauti 


sia tok 
de a 
alri 


SUA 
Er BEI 


cento free) ve \da=/® 


“ 
Va 
Morta 
pe 

SUA 

<f3 

Ù 
Ù 
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uP,) —_ \ J se.) U(P) do = g(P.) 


SEE 
Ù , 
CAR Ln 





N da SP pit PROVE Dagati LA: Ro 





dove PERI dA TARA, ne he, 





% PELA I La 
3 I fue: ;P) U(P) d=FP)=7 fr Udo _. ; 
ii ‘quindi è aa a : i 
yx(P.P) = 32 9P f 
Ho 27 s 
cioè (PP) è la coniugata di Y(PP,) che, come già s'è visto, è 
% 59 È e 7 . ? sa N 
; pra: OR 4 LA dd 
4 i da) 
11. nucleo i 
1 ‘ di RE, 
er 1 0'p rv 0'p o? genoa, s 
' W(P,0)= = 5a dz La 0? 7 (era IN +30°p- o? Se E Hr (gradr,gradr){ 
.diventa infinito come par Infatti Di 
ROSI I LA 
POS Vida 1 cos(r,M) i * 
dn PIO NT O o * 


Li 


Centro in un punto P della normale a o, descriviamo una TA di rag- 0 
| gio B ; poichè in P la curvatura è finita, potremo scegliere 8 (finito e diverso 
Sg < da zero) in modo che i punti di un conveniente intorno di P siano esterni 
alla sfera anzidetta e potremo anche far sì che il raggio B sia se in modo 5 
da valere per tutti i punti della superficie. i 

Sicchè il punto variabile P, è esterno alla sfera di raggio B RORNAGI,: 
esso sia DEORRIZIO a P; e si deduce che 





;; 4 
‘2B|cosg] < n 1 dn] DL 
i & Ma 
onde . ci si 
cose) 1 s'ia to 3a 
inte en. 


tend va GR SO i 








Mi C08Ù 
cioè ii 





è finito ed il primo e il terzo termine in parentesi diventano infi- 


o ® Lee * al . . \ MM, 1 IBS . . s 
. niti sglo come —. Il secondo termine contiene grad, che può scriversi così: 
r 








P—_O0 3 
— gradr r | cos$(P—0),7} 1 cos(P—0,?) 
prode > aero e Tr La papera? 
i r 7 ua i oi r r 
"RISLIEO ; 
che, per quanto si è ora visto, diventa infinito come a 
. Se H ed H' sono le risolventi di (PP) e y(P,P) si ha, 


I 


(4) H(PP,j— W(PP)= \ftsP, Y(SP)do =\fIP9) Y(SP.)do 
ed una simile per Hib 
Me In funzione di queste risolventi le soluzioni delle (3) sono 


"DA SER 
Pld “ 


e | 


op v(P.)=f(P.) +iffo H(PP,) do 
(5) 


wWpUP,) = g(P.) + ifete) H'(PP,) do. 


Questi valori sostituiti nelle (2) dànno gli spostamenti W(O) e V(0).. 


% 


$ 2. Autovalori delle equazioni integrali. —Si può dimostrare che i numeri 
i SOA. ui f. a h PoVe se Does « . 
A, X sono reali, in valore assoluto non minori dell’ unità e che ciascuno di 


i 


essi è un polo semplice della risolvente. Per questi valori le equazioni omo- 






wp V(P.) =; I W(PP.) V(P) da 
FEGICE | og u(P.) =: f (PP) UP) do 


« ammettono ciascuna una o più soluzioni diverse da zero. 

: ; È ‘ E È 

È | Queste considerate come momento e densità rispettivamente di doppio 
| strato e di strato semplice definiscono gli spostamenti che soddisfano a 
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+ TAI SW} — ML [NG + ME | 
e - È | 
I dia SX (Ft IF È 


De 
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Se U è uno spostamento regolare che soddisfa l'equazione di equilibrio (1) 
ed F, la corrispondente trazione in superficie 


(8). 2om=—fUx<F.do vi 
rappresenta il doppio. dell'energia etiialo che DI maggiore cai zero ed evane- . 
scente solo per un moto di corpo rigido. i \ è, 


s 


Dal teorema del B etti, essendo nulle le forze di massa, si ha 


(0) 0 fr vorga o. 


x 
x 


è 3 3 : i N 
Consideriamo )', per cui la seconda delle (7) ammette una sola soluzione 
V. Supponiamo che sia X,=@-+| è; se \, è un numero complesso, IL pobagra. 
ziale V è pure un numero complesso ; indichiamo con U la parte reale del po- 
tenziale V e con U, la sua parte immaginaria. 
In tal caso la seconda delle (7), indicando con F..d;Fa, le trazioni in su: 


perficie dovute rispettivamente agli spostamenti uU ed nei diventa 


(FILARE) ati) le È u Yaxt-i(F Ul LEE u )a 4 ®(F “ : 
che sviluppata dà Hog: i 
(Filont (Fan iFas)n AF) UF) TUF) DFF) te Uto Ù ù 


ti (ir eta (Fa, )n + D(F Je do, 65 





Separando le parti reali dalle Micia si ha 


(= 2) (Foa — (1-4 @) (Fe + ARP) + Ea =0 
(10) Riga na x 


DA nd 


Sul esi fi A 
Moltiplichiamo scalarmente la prima per. U, e la seconda per U, sottrag-. 
 ghiamo ed IR REI su 6, tenendo presente la: (9): i NI i a 


Ds} pat oceani fisc I ara 
- PA +fux U>( Fi), da 


= \ pai 





po 
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Poi moltiplichiamo AA la prima delle (10) per U e la seconda per be. 
U,, sommiamo ed integriamo su 0: 


UX<(F.), AU XF) dali I 





fe / U>LE IAU Elea / 


: +) W>(Fu)+U(Fa) MU) UE )g ds=-0 
| e, tenendo conto della (9) e cambiando segno, si ha 
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“| fux<e) 3per fai e dudo+fU; UX Fu)sac]= 


(12) Da ox F;), do— - fer us )n 16- farsi fo (Fu), do. 
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Il. secondo membro è 


ee e, i i lia ei E. w 
A “ 
St; 5 
} : 


positivo, perchè — / U x (F,), do esprime V Luisa 


potenziale riferentesi alla regione interna e fox (Fin do quella riferentesi alla 


regione èstertà. per la quale la normale è volta in senso contrario. 

Quindi il secondo membro della (12) non può essere zero e neppure il 
coefficiente di a può essere zero e per conseguenza il coefficiente di d della (11) 
è diverso da Zero, essendo tale coefficiente eguale, al primo membro della (12). 
Dunque perchè la (11) sia soddisfatta deve essere 


È b—=0 o 
3 D. } : è ; é E 


. quindi ; 


cioè \, è un numero reale, quindi V è reale, e si ha 


Sio polo DU=V.; F,=0., F,=F.. 
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hai LI 


| Dalla (12) si ha 
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7 (018) 2) focten dot fesa Mot 00+fr>< edo 
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NR RI E 4 du 
AI di et e 





da cui | o Enea L ve 

. È x | a % ì [ ni , 
SD di — fix), do + I Vx (Fo), do o 
i ca) NRE AE a 7, CAR | 





ASSIERE fix eo db fixed, do 


Sl | 
va Ta n 
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INA E e E ERRE SENI 2 RI 
. SE È 


. Pa Fi" 
TR 
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‘che è maggiore di 1, essendo —{V >< (F.), do positivo e J A do nega- | È 


tivo. Se uno di questi integrali è zero, )/, sarà eguale a +1. Quindi si è 1 
dimostrato che X, è reale ed il suo valore assoluto non è minore di 1. 
Facciamo org vedere che )/, è un polo semplice della risolvente H'(PP.). A 
Infatti, poichè \, è un polo di H'(PP,), dalla seconda delle (5) si vede che — 
esso è un polo di u(P,). Supponiamo che questo polo sia di ordine n > 1; gita 
ha ‘allora che' neo: e DI uu setta 


P(P.) p.(P.) 


URI "RIEN RL er = tei: % n 


Sostituiamo questo valore nella seconda delle (3), che può scriversi così: 


PE SAI 


- RESI 














n E i oe \ 
i vp UP) = fr u(P)do-f(P,P) U(P)do=p (P.) à 
66; "o 135 
È dna | Ca 
si 1 P.(P,) i si PR 
e % °p 4 iene T(A- N voti TA b* 
E SPREA NE FAI O Ma A 
PR PP Ro E 
ON) fee) nr Vf) a od 
7 EEE, Pera: dA 
a E p,(P) a sE 3 ag i di 
—A «fer, (AN gr do à Be, A di pr 
Eguagliamo a zero i coefficienti di (A1— N)" e (A SIRIA e si ha Ape 
wp p(P) — No fr?) p(P) do =0 5 % ù NEI 





00 pP)—[e(P.P) p(P) do —x, fa.) p,P) do =0 








| cin , A ; ; ; wp p(P.) | 
op p(P) — A sf.) p,(P) da =/xe.0) Peroni: 
Se ora consideriamo p(P,) e p,(P.) come densità vettoriali di strati elastici - È 
semplici v e v, le cui trazioni in superficie indicheremo con F ed F,, le pre- è 
cedenti equazioni sono equivalenti a | 
i (E), ma (F,) La Vo 3 (Fun Fi (F),t =0 ‘ 
(15) | i i SRI P, < (F ° 
ì Bla it EA 
È; s ti v i lo) x i 
fia i \ 
i Moltiplichiamo scalarmente la prima per V, e la seconda per vV, sottrag- 
ghiamo ed integriamo su 6 ed avremo 
| Ju, x (F)_, — VX(F,)_,j do fo X(F), — vXx(F,)j do 4+- 
 — 1, fi, x (Fi, —VX (FE), do — x, sv, x (F), ei (F)nt do= 
1 È; 
tn DA da i > (BI, TE vX (F),i da, sa 
sd. ai : , ; a P, 5 
Tenendo presente il teorema del Betti si vede ‘subito che il primo memn- 
bro va a zero e resta . SO) S i 
i E SERA, 1 ni t 
pa 1 fi vXx (Fi 4+vx(F),tdo=0 i 
SB ì 
| cioè } 
3 È 
Var pi f- vX(F)_, + v>(F),jdo=0; © tao fa; ;] 
© « è F Y x 


i n ciascuno degli integrali di questa formula è identicamente zero. La densità di 
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strato p(P,) deve annullarsi, perchè la trazione in superficie è zero per tutti i i 
valori di spons 

Ora poichè p(P,) è zero” per tutti i valori di n >1, ne segue. Sua i poli. 
della risolvente. sono semplici, è 


$ 3. Il primo problema fondamentale. — Dati gli. spostamenti al contorno 
determinare W(0O). 


Per \= — 1 si ha il problema interno. Il momento v(P) del doppio strato 
il cui vettore potenziale risolve il problema è dato dall’equazione integrale 


ef apv(P) + free) v(P) do = f(P,). 


Dico che \ = — 1 non è autovalore pel nucleo W(PP,). Per provare ciò basta. 
far vedere che 1’ equazione SIMOROTOA non ammette altra soluzione che zero, 
Supponiamo che essa ky >”. 


wpv(P.) + J Y(PP.)V(P)do 2220) 


Ca 
è 


E) 


ne ammette una v(P)= 0. Allora il potenziale W,(0) del doppio strato di mo- _ 


mento v, svanisce al limite della regione interna e perciò identicamente nullo 
in ogni parte di quella regione, perchè zero è l’unica soluzione dell'equazione 


di equilibrio (1), che svanisce su o. La trazione in superficie per lo sposta ; 


mento W, è zero ed, essendo continua al limite, è zero anche per la regione esterna, 


Lo spostamento non può essere dovuto ad una semplice rotazione o traslazione _ 
perchè uno spostamento di doppio strato svanisce all’ infinito. Ne segue che i 


v,(P)= 0 e l’ equazione omogenea non ammette . altra soluzione che zero e 
À=— 1 non è autovalore. La (16) dà nn momento v(P) unico, finito e conti- 


nuo che definisce un potenziale di doppio strato , che rappresenta lo. sposta». ‘ 


mento in un punto O del corpo, assumendo il valore f(P) al limite. 
Per NE + 1 si ha il problema esterno. Lo spostamento W(0) del corpo 


si esprime come il potenziale di un doppio strato di momento V(P) dato dal. 


l'equazione integrale 


(17) o'pv(P _ fr y(PP,\V(P)do = f(P.) 


\ 


Il valore di x= |-.1 è autovalore pel nucleo YTEP,) ammettendo l’e equazione 
omogenea 


pd 


‘ (18) w'pv(P,) = Ji U(PP.)V(P)do 
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soluzioni determinate diverse da zero. Per vedere ciò ricordiamo che pel punto 
P, si ba 


2a"V(P) = W(P) + VE) | 


n 


. Ora, supponendo che lo. spostamento V abbia la sua trazione in ttt u(P) 


zero, è V.=5:0 e si ha, 


 2a?pv(P) = W(P), 


| che, a meno di un fattore, coincide con la (18). L’unica deformazione che cor 


Ce 


ammettono soluzioni determinate diverse da zero, 





e la sua associata 


risponde alla trazione in superficie zero è un moto di corpo rigido. Si ha' 
quindi per la (18) e per la sua associata una soluzione a diversa da, zero. 


Perchè la (17) sia risolubile è ‘necessario .e basta che sia 
ff) x ado = 0. 


Se queste condizioni sono soddisfatte la (17) ammette una soluzione V(P), 
che sostituita nella prima delle (2), dà uno spostamento W(O) per la regione 
esterna il cui spostamento in superficie è f(P.). 


_ $ 4. Il secondo problema fondamentale, 


Date le trazioni in superficie determinare lo spostamento V(O) in'un punto. . 


interno del corpo. ; " 


Per \= Hr. si-ha il problema interno e lo spostamento richiesto per | 


una data trazione in superficie o(P.) si esprime come il potenziale di uno strato 
elastico semplice di densità sa dato da 


ni li dA LE CIMA 


Il valore X=-1 è un "autovalore per il Mmeleo y(P, P), DOOR 1’ equazione 


omogenea 


È (20). wpu(P.) = fx2,Pu(e)ds 


(21). ya o'pu(P) = feeEgut) do 
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AI OI 


a e, 


* ee È 
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bi 
di 







riti di 


‘La (21) si può scrivere 
pu.) = fi UP)w(P,) + w4P,) + W(P)) 2do | 


la quale è identicamente sodisfatta per il vettore a e per il, vettore a A p. 
Dunque la (20) e la sua coniugata sonc soddisfatte per-un moto di corpo ri. | 
gido, cioè per una traslazione a e per una rotazione a /\ p; cioè \A—= +1 è 


autovalore pel nucleo y(P,P). Perchè la-(19) sia soddisfatta è necessario che. 
siano verificate le condizioni + 


i, 


DA, fax p(P)do =0 . fa N px g(P)do=0 


7 


x 


cioè, essendo a un vettore arbitrario , 


feenas = 0 fo A od =0, 


che esprimono che la risultante ed il momento risultante delle forze sono 
nulli, cioè si hanno le condizioni di equilibrio. Allora la (19) ci farà cono- È 
scere una soluzione finita e continua u(P) che come; densità di uno strato 
elastico semplice definisce il potenziale V(O) che rappresenta lo spostamento 
richiesto. n | 6 "9 
Per \=— 1 si. ha il problema esterno e lo spostamento del corpo per Le 
una data trazione in superficie 9(P,) si esprime come il potenziale di uno/strato 
semplice di densità u(P) dato dall’ equazione integrale vt. 


' 
| 


>, * TS 


(22) opu(P) + fee Pte rao men (E : ma 
Ora la ‘corrispondente equazione omogenea : é 
du i | 
(23) ou?) + fre ue) =0 n AA 


non ammette altra soluzione che zero; perchè supposto che ne ammetta una © 


u,(P) allora lo spostamento di strato semplice V, con questa densità ha la tra- 
zione in superficie zero al limite dello spazio esterno. La funzione V, per lo 
spazio esterno deve rappresentare uno degli spostamenti degeneri, e poichè 34 


esso svanisce all’ infinito è identicamente zero in ogni parte ‘dello spazio 


1a A x 1 
= p ; 
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esterno. Ma la funzione è continua al limite, essendo il potenziale di uno 

strato semplice, quindi essa svanisce al limite della regione interna ed in ogni 

‘parte di quella regione. Quindi è u, 0 cioè \= —1 non è autovalore pel 
nucleo. E la (22) ammette un’ unica soluzione finita e continua u(P) che, so- 
stituita nella seconda delle (2), dà la soluzione richiesta per il problema rela- 
tivo alla regione esterna. DE : 


$ 5. Il problema dell’ elasticità per date trazioni al contorno. 
Supponiamo che in superficie siano date le forze u. 
La formola | 


200) = VO) + WIO) 


non ci abilita a conoscere v(0) in un punto interno del corpo elastico, per- 
| chè, mentre è nota V(O), non si conosce W(0) a formare la quale occorre co- 
| noscere gli spostamenti al contorno, mentre noi non conosciamo che le forze. 
° Nella formola ora ricordata immaginiamo di passare al limite, facendo avvici- 
nare il punto O al punto P, del contorno dalla parte della normale interna.. 
‘Avremo, poichè V è una funzione continua al limitey 


: i Zofov(P) =W, + VP) = 6°pv(P Ya WwP d+-VP, 


} 
ossia ; 


wpvP)- WPE)= VP) 


TITO è un’ equazione integrale e che ci farà ‘conoscere, quando è risoluta, lo 
spostamento al “contorno; e quindi conosceremo W ; allora la formola, ora ri- 
| gordata, ci farà conoscere V(O) in un ‘punto i qualunque. La. (24) vale 
pel problema interno. 
Lo stesso può farsi pel problema esterno. Immaginiamo di passare al li- 
mite nella formola ora indicata, facendo avvicinare il punto O al punto P 
| dalla parte della normale esterna \ 
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7 20tpyP)=(W_, + VP) =— ev.) + WE) + VE) 


wr.) + W(P)=— VB). 





Sto 
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__— Invece di (24) e (25) si può considerare | 
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toi f 
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per il problema esterno e interno rispettivamente 


> x i È y è 


fi x tI MT DA 
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| Napoli, gennaio 1919. 
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plica direttamente alla successione (I) senza passare a traverso la successione® 


SULLA POTENZA DI ALCUNI INSIEMI | 


NOTA. 


' DI 


LEONIDA TONELLI (a Parma) 


. Sia 
' È LI 
(I) | ROS a, ’ dg , d, 4 0» en Sngego: x 


x 
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una successione di punti ovunque densi sull’intervallo (a i b), al quale appar- 
tengono. Siano poi È,,;m (m = 1, 2,...) degli intervalli ciascuno dei quali ap- 
partenga interamente o solo in parte ad (a ,b) ed abbia per punto medio 4, 
e l’indice n assuma tutti i valori interi positivi. Si indichi con E,, l insieme 
dei punti contenuti in almeno uno degli intervalli è,,, (QR=1,2,...) e sia E 


l’ insieme dei punti comuni a tutti gli E,, (mM —=1,2,...) 


A) L insieme E ha la potenza del continuo. 
Alla dimostrazione di questa proposizione E. Borel dedica il Cap. IV 


delle sue « Legons ‘sur les fonetions monogènes uniformes d’une variable com- 
plexe ». (‘). Egli dimostra la proposizione snpponendo dapprima che la succes- 
sione (I) sia quella di tutti i punti di ascissa razionale contenuti in un inter- 
vallo (a’, Db’) e stabilendo poi una speciale corrispondenza biunivoca e ordinata 
fra i punti di (a’, d’) e quelli di (a, è), in modo che ai punti di ascissa razio- 
nale di (a, d) corrispondano quelli della successione (I). di 


A 


La dimostrazione del Borel riesce alquanto laboriosa ed io ritengo non 
del tutto inutile l’esporne un’altra, che mi sembra più semplice e che si ap- 


dei punti di ascissa razionale. Il mio ragionamento può, inoltre, riuscire utile 
in molte altre questioni e presenta pertanto anche un interesse proprio. 
Darò poi due generalizzazioni della proposizione sopra enunciata. 
La i i r G 
(1) Paris, Gauthier-Villars. Il Borel dimostra la proposizione anche per gl’ insiemi (I) 
densi in un’ area piana, Io qui mi limito agli insiemi lineari perchè quanto sono per esporre 
si ripete senz’ altro per gl’ insiemi in ispazi a più dimensioni, 








 Plbit 


B) Se, per ogni m=1,2,.... , 


*. ì 


va) (sso O dc, 6 | | 


Ae 


è una successione di intervalli a punti ovunque densi sull’ intervallo (a,b) (*), al 
quale ciascuno di essi appartiene interamente o solo in parte, e se E, indica Din i 
sieme dei punti appartenenti ad almeno un elemento di (11), Vinsieme E dei. punti 
comuni atutti gli E, (m=1, 2...) ha la potenza del continuo. GER, Ai 

C) Data una successione A 


to 


i (III) ) { A, 3 dg 7 Agg 0034 





di punti di un segmento (a,b), tale che da essa se ne possa estrarre un'altra 


| /, È fx , , /, 
A 5 i (III) IC AROIPRE) arr Angoo 


LI 
# 


fi i ._ costituita da punti tutti fra loro distinti, ciascuno dei quali sia punto limite di 
i questa stessa successione; data, inoltre, una doppia infinità di intervalli dm 
ognuno dei quali appartenga interamente o solo in parte ad' (a, Db) ed abbia per. 
punto medio il punto a, che ha lo stesso indice n; se E, indica V insieme dei ne 
punti che appartengono ad almeno ‘uno degli intervalli è, M=1,2,...) ed B : 
quello dei punti comuni a tutti gli E,,, Vinsieme E ha la potenza del continuo. 

È bene rilevare che la successione (1II') esiste sempre se la (III) è com- . 
posta di punti ovunque densi su un’ insieme perfetto ; in tal caso, infatti, si , 
può prendere per (III’) la (III) Stessa, | Di di 
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grato 
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. Occorre premettere aleune considerazioni. A 
Senza nuocere alla generalità del risultato al qnale si vuol pervenire , 4 
può supporre che gli elementi della successione (I) siano fra loro tutti distinti. 
Ed invero, ove così non fosse, si sostituirebbe alla (I) un’ altra successione 
ottenuta PRNREIRAA tutti gli a, uguali a qualche elemento, della stessa suc- 
cessione, di indice minore. E siccome i punti di (I) sono densi in tutto Vin 
tervallo -(a , b), anche quelli della nuova successione in tal modo difesi 
godrebbero della stessa proprietà. Si supponga dunque senz?altro che, se è 
Ts, sia anche a, + a, UR CR 
%iò posto, si consideri una funzione (1); definita per ogni numero intero 
positivo n, tendente a zero per n = 00, e tale che, per ogni n>1, sia hi Bi: 
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tenenti ad almeno un 3 di (II). CER 


È + Ag Vr 
« . A ti der i 
; è n è p . > DAT. È, 
DE È x r 4 ) x DU, SJ 
ME i l | Ì i i Mo De 
DIRCI ; - "STUOLI f ; _ 
7 e È ov È LI 
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e che e(1) risulti non maggiore del minimo modulo dei numeri 


pu SO RTRT 1 i Co Rota 9 
3 7 è gli da) 7 (0 am) O) po); | d 


dove e indica il punto medio di (a, 0) e @,, e @,» sono gli elementi di (1), di 
indice più piccolo , contenuti, rispettivamente, in (a, c) e (e, d) e distinti da 








a, bd, ‘c. 
i x 

Si divida (a, b) in dui parti uguali e si scelga ad arbitrio una di esse. Si È 
prenda in (I)iltermine di indice più basso contenuto'nella parte scelta e distinto N 
i da @,0,c: sia a,. Si considerino i due segmenti di (a, 0) che hanno un estre- 0 pi, 
mo comune in a,, e ampiezza = s(1). Si scelga uno di essi ad ‘arbitrio e in ta 
quello scelto si prenda il termine di (I)-di indice più basso, maggiore però di È 
n, Sia an. È n° 1 LETSA BE 
v î : ; j DE È 
Ì ni <a 3 | an — dm | <8(1) : : 
SARE 1 i | Ù 
bs xi 2(18,){< n | Gn — dm | < n s(1 d 
du Si considerino. i due S Ugento ‘di (a, 8) che pat un estreino comune in d 
Ung @ ampiezza = s(n)). Si scelga urto di essi ad arbitrio e in quello scelto si ha 
prenda il termine di (1) di indice più basso, maggiore però di n,. Sia 4,, . È A; 
0 Ma <N; È lan, — Am] < €(#,) | 
: 1 Wigo: 
<(01,) Zio Lin — Ans] 4 4 e(N,). . ni 
i È 
s 


E così via. Determinato Un, si considerino i due segmenti di (a, d) che hanno ‘ 
/ 





un estremo comune in a, e ampiezza = e(#,). Si scelga uuo di essi ad ar- I 





| bitrio e in quello seelto si prenda il termine di (I) di indice più basso, mag: SE 
| giore però di n,. Sia an,x,. È di 
CA È 4 L DI t d Vv Se 
No Nt, ’ (gg == Un, ma < s( 3 nr) = RUN 
Egr, } pila: si 1 i COMIIRO 
CASSE Et) < 40m — “4 ,| <l 1 e(n,). ‘a 
- AIA ‘ i Sia 
i d8. 
“E Gi sì prosegua indefinitamente. Si viene in tal modo a costruire una sue- Î 
sì ‘ cessione i 
, A p | t, n p È _ 
Fw A (I°) " An, ’ Ung b) Anz gue € *, Un, Wa CAST 00 È ; - è n , 
‘i AE estratti da (I), tale «che i “0 
hi.-€ i ) a Rc 
amd 28 1 nh Zi Zeiii PX dA 4 
? i / i ‘a 
Le x ba q 
È I È 






















ne: } sa Ù la a [tn 7 3 tn S [tn — mt \a meg È 
a n 15 Ù ASSO “% st Gt a 





Bc co PIO "+7 ita +eta. 
Bo. oe SL E° a n: è pata È Aa DIA E hi a 


tue RU MEROOLdO; qui e nel seguito, di porre cn) = 1) è a inoltre, p per ogni s_ 
Dori + 3 . } 


3 [4 DL tar, è ln, x Iny4g i %7,,] te lan, ‘4 n; | È È, 





= ln, pari dn, | to | An,,; TABA A AA CRON Ù fue: : 





a «e, per (1) e (2), ARTO n : pi: 
Bb. Si (3) Ra A dn,.;;| > 4e(1,4,) Ro e(ît,4,) = 3 E(2,4,)- 


i Spr r_ Sicha pure per ogni s> 0: 1 i " CES RMRRGOTI RR È: 


# , ‘ : b (RECARE e 





i pa IONE ì Sata de dn.) (de ne — devi) A 


Pea 





Ing Cnr > AEM) 








per (2), \ 
SIR I lannis es Cari] >; Sila 
è 
î 
Tie pl E ? ar 8 ) 
(5) ; Îè . riva 3A Tn, 3; (Mk) | 
ò Dalla (2), siccome s(n) tende a 0 per n=00, risulta che la successio - 
| ne (I°) tende ad un limite finito a, soddisfacente alla 
4 4 
(6) |a dn. 3 50). 
Dalla (3) risulta poi. 
Mu I 
PT (7) xe E: e dn,| = 3 e(#,4,) ’ 
e quindi è 
Me aur ; > ddp, Para Las 
i Ù N. i é 
. Si ha, inoltre, da (4) © (5), se è @,,,<%,; : 
hi i | ) Ù 8 
| (8) Fe Bunta dar etica 3 €(M,4,) ) 
î ) k 
x . e se è Anni, n, Un, ) Dea 
| x jo ° i U: 
Bi i apo PIPER n ENI $ 
t: o ; a .) 4 (e. << An, = 3 te) 


9 Ad ogni stadio ho processo di costruzione della To) si è detto di sce- 
irc ad arbitrio l'elemento da definirsi, @,,,, nell’ uno o nell’ altro dei due 
egmenti aventi l'esterno “my comune e ampiezza—==e(,). Dovendo Ue scelta 
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= di n fel 
Va ” 19 4) dp de É 
Mead o, Lil de Ga ta 
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vid 


a via 
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DR: FURL VATI A 
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di 


n EM 3 a a 
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eci = atto 


3. Dimostriamo, prima di procedere oltre, Che se due aa AR sono. de ;a 


PIO, 


finiti da due successioni 


DI 


Un, ’ Anta 9 Aylg geo .97 Un',. 3 è 0 06 


An 3 Ant > Ung 3000; Antt,.9 DICACIO 


x 


diverse, è necessariamente 


al Li al 


Avendo supposte distinte le successioni degli ay € degli ay. , gli elementi 
bi Fa) y DE pw 

corrispondenti di tali successioni non possono sempre essere uguali fra loro. 

Sia dunque r + 1 il più PICCHI numero. Dei il sanalea vale la disugna- ù 


glianza >. prc RARA 


n’ AS 
LT 


Se è r-+-1=1, e cioè n, + »”,, per essere, in forza della (6), 
» x | 


e(1) ] 


n 


je AIA 
(1 


la” — an, bs 5%), 


e per la condizione a cui è stato sottoposto e(1) = e(n,), 


D'A e Parto 16 


oppure 


Gift Ta / 
e quindi a' Lal i Passiamo all’ olo caso, pe i. È qui. 
le (8) e (9), Prg IRA 


gi 


Un, — LI > 0. IE a” — Un!) >0 ne 





(ie tipetersi infinite rotte ns necessario, ve la (1°) riesca ci 
definita, fissare una legge secondo la quale risulti stabilito l'intervallo in cui sil ; 
deve prendere 4n,, . Ne viene dunque da ad. ogiiuna | di queste leggi. corri- 


DNCI 





pos 


nie 








sponde una successione (I’) e quindi un numero 0; e inversamente ad ogni « 
ossia ad ‘ogni successione (I'), oe una. a leggo della naturà detta. 














“oppure MISFATTI 0 E 7 Se 


Lalli 


NE, AIEIr Ca i; 3 * % 
\ a' — ws iagi 0 ; lai, gl I: È 
x pi 
Ì Ù; 
: È quindi « PACI oppure a’ e e, in ogni caso, a’ ini a”, come si voleva e lé 
È x 
«dimostrare. >. N, SRG È 
4. Ai due intervalli di cui si è detto al n. 2; aventi estremo comune n 
a, € ampiezza = s(n,), si facciano corrispondere i numeri 0 e 1; 0 a quello 4; 
‘più a sinistra, 1 all’altro, Allora, indicando con d,,, quello dei due numeri w). 
0 e 1 che corrisponde ‘all’intervallo in cui si trova a, DI si ha che ad ogni S 
K LS 
a corrisponde un numero f definito da i a 
sac 
RR e b 3 
I AAA 2 x Si 
(10) fia Lu. Lo+.. 
aria 2 2 : 2 
che è un numero dell’intervallo (0,1). Viceversa, ad ogni f definito come so- < A 
vo 'pra (0, —=0 oppure. = 1) corrisponde un a. Ì 
di è Considerando Ste due numeri $ se risultano definiti da dune succes- 3 
> sioni b',(r=1,2,...) e bi (1720 diverse ‘(?); (si; ba- che ar duevatdi- 1 > 


stinti, «e a”, corrispondono sempre due f distinti, 8" e £”. Inversamente, 

per quanto si è dimostrato al n. precedente, a due f distiuti, fe f, corri 

spondono sempre due « distinti, o’ e «”. La corrispondenza fra gli a e i Bè 

dunque biunivoca e pertanto, essendo l'insieme dei f quello di tutti i numeri i 

reali compresi fra 0 e 1 ed avendo esso la potenza del continuo, anche Vin- Fi 
sieme degli x ha tale potenza. i i ; i 


5. Premesso ciò, si può ottenere facilmente la dimostrazione delia propor- BA 
zione À) enunciata nell’ introduzione, e cioè che l'insieme E, ivi definito, ha la TA 
potenza’ del continuo. 

i Si indichi con d,,,m tanto l'intervallo quanto la sua ampiezza e si consi- 
. —erino le infinite successioni delle ampiezze 
V AE i \ y pri 
Ie, Lo K ; asgor ù;im 9 CAVO a VICR SLI MERI INEOSE (meses bi Dias) 
Si Mi fiofsca poi la FnMionEla (n) nel seguente modo: si ponga e(1) uguale ad 
un quarto del minimo dei numeri lam], |e— an ; I e cu | , |c- am], "A CSO] 


(3) Si sa d’ altronde che esiste gala un infinità nunierabile di numeri f ai quali corri. ES 
spondono più successioni b(r=1,2.,.): sono i numeri razionali di (0, 1) aventi per de- L 
| nominatore una ‘potenza di 2; e ciascuno di essi ammette due sviluppi della forma (10). Ad 





3 RITA, 1 0 Ì 1 Rn 
esempio 3 DO ‘ammette gli sviluppi ni + a °3 + PI + 93 + a ..,. Questa infinità nu- 





merabile non porta alcun inconveniente in quello che stiamo per esporre; noi perciò consi: 
dereremo, per semplicità come distinti, due 8 corrispondenti ® diverse successioni dei bd. i Mirano. 


n 


c ia 'VOLIIVIÙ, RETI RU i 29 SÈ 
TIRNLE 




















di punti di (a,b), densi ovunque su questo intervallo, © si indichino con 


Ò,,,, € si prenda, per ogni n= 2, e(n) uguale al minore dei numeri 


C 


glo. 6=1,2,...n_-1), 9 
1 dns  =1,2; 0) i: 


Questa funzione e(n) soddisfa alle condizioni poste per essa al: n. 1, e perciò, se 


si considera uno qualunque degli « definiti, allo stesso n. l, mediante la sue= 
cessione 


Un, 9 Ung 3 Ang 3003 Up, SJ Ma | da 


estratta da (I), si ba, per la (6), 


L | 4. 1 o i Do 
|a — ap, | 3 (0) <3 nn (Ta pd 
dalla quale si deduce che 2 appartiene a tutti gli intervalli Ò pe 1 VIAL e ta 


intervalli che, per definizione, hanno tutti 4, come ng di Mezzo: Risulta % 
dunque che a appartiene a tutti gli insiemi ‘By (mit ALZA n). Siccome : | 
poi 7» può assumere tutti i valori interi da 1 all’ infinito, per i quali w, cresca. 

pure indefinitamente, si ba che 2 appartiene a tutti gli insiemi B,(m="1}2 DE 2) vd 
e necessariamente anche all’insieme E. i 






Come già abbiamo dimostrato al n. 4, l'insieme dei numeri a cha la bol ù 
tenza del te tale dunque è anche quella dell’insieme E. 


= 


6. Si passi ora, alla dimostraziome dell’ enunciato B) dell’introduzione. Si 
consideri, a tal uopo, una qualsiasi successione i i 


(11) a AS) di RS a e a 





(12) 


A;m y Ao,m b) Ag,m puofeons Unymi  IRIENEO Na 





quelli di tali punti (scritti URIWOTAINE stesso in cui si MESS, in (11)) Thea 
sono interni (quindi distinti dagli estremi dell’intervallo) ad almeno und della - 
successione (II) relativa all’ indice m. Per ogni a,,,,, fra' gli intervalli “e G2È 


Oa Di rai Og i Bas 






ne esiste dunque almeno uno che contiene il punto stesso come interno. Si scelga, 
fra CA i ll che cino s, cera e Uualte ere ha il We indice 


di mezzo dl Si avrà così, in Me di (12); la suceessione | n dS97, 


/ , Sr de, i n 
(13) i 20 Lim Ì d'sim Ù Ò sim ++) À mimo ***9 i lo 





ii, DE 227 ig A ea 


die apparterrà interamente ad uno degli intervalli dn n= IPER tutti 
«i suoi punti faranno QUA parte di Kg i 
s Osserviamo, prima di procedere, che, per ciascun valore di m, i punti di 
(12) sono densi su tutto l'intervallo (4,5), come risulta dall’ ipotesi fatta che, 
gli intervalli di. (II) siano a punti ovunque densi su (4, d). 
Dopo ciò, si definisca la funzione e e(n) nel seguente modo: 


1. sia s(1) uguale al quarto del minimo di numeri |a — 4,,.,} , | 4, 
i N'ydl 9 Li BLEI 


b—_ ay, | @w,3 d,, 3 dOve an, 3@1,, Sono gli elementi di 


“% La 
p, SR 
Ciara Parigrrnna nsgigionie reni 
di indice più piccolo, contenuti rispettivamente in (a , c) e (ec, d) e distinti da 
a,b,c (e, punto di mezzo di (a, bd)); pf i 
2.° sia, per ogni n intero 21, (n) uguale al minore di numeri 


i | sel aa | 
3 A 7ÙM Un) 
x x ri 
ì c i A, sl | ’ | li 
UAN \ A 





dove 7, 8, 8° sono interi che possono assumere tutti i valori da 1 fino ad n, 
‘intendendo però di non considerare quelli per, i quali a, € a, € risultassero fra 
loro ‘uguali, 

Si Derhtisca per questa fanzione (n) la successione 


È 
; 


(14) i ” a 5) Uy,,2 ’ 4n3,3 ms Maira 


con procedimento dio a quello. seguito dl n. 1 per costruire la (I’); si de- 
finisca CIOÈ @n,, II nel modo seguente. Determinato Un, 3 Si considerino i 


due segmenti di (a, b) che hanno un CARD, comune in @ 


ME ampiez- 









ja = e, i si scelga uno «di essi seconda una legge prefissata, e in quello scelto 
prenda il termine dari di 

Val dI bit Rss | Marta ’ Ar À’ arti IIS RA ITra SVENCILICIE 

di indice Ù 4; più basso, maggiore però io n.; e tale che sia distinto da tutti 
gli elementi Un,g (@=1,2,...1)0 > IA 


- 


(Per i numeri «della successione (14) valgono ‘henz' altro disuguaglianze 
naloghe: alle (a) (3 ) (4), (5), e quindi la (14) tende ad un numero 2 di (a,b) 
per. il quale valgono disuguaglianze analoghe alle, (6), (7), (8), (9). Lo stesso 
O firgionamento usato al n. 4 prova che Vinsieme degli a, qui definiti, ha la po- 
tenza. del continuo. Siccome poi il numero 4 definito palla (14) soddisfa alla, 
disuguaglianza (analoga alla (0) Hi AR : 






















| \ 5 î È da) ati i ci 
SEE | | ed essendo necessariamente » <n, RR, SUSE LIE all intervallo. CAL Ù, , che ha 
DEE come punto di mezzo Un,x 9 € quindi a E, ed paio anche a E, Bea v> può | 
CER ‘assumere tutti i valori interi da 1 all'infinito (4). i 


. Dunque l’insieme E, contenendo Vinsîeme de o, che ha la. potenza del 
continuo, ha esso ‘pure tale potenza. ROS np ia pat 


. 


TÀ Della proposizione ora stabilità si può dare un'altra dimostrazione nella | 
quale, senza ripetere i ragionamenti dei nn. 1, 2, ... 5, st utilizza direttamente 


x 


il risultato a cui essi hanno condotto, Di, PACO 


di 


AR NOLI Si convenga di chiamare parte centrale di un i megm ire quella che ha co- 





mune con esso il punto medio e che ha per ampiezza la terza parte della 
lunghezza del segmento stesso. Si consideri allora la parte centrale di (4, Db) 
ji e si scelga nella successione (II), relativa all’ indice mi 1 (io 





bi: ia I e 


4319 


# 
n 


l'intervallo di indice » più piccolo che ba con essa almeno ‘un tratto comune. — 


Sia: 6,,, tale intervallo e si indichi con d,,, la sua massima parte comune. 
‘con la parte centrale di (a,b). Si operì su d. come si è operato su. (a; D) 
considerando però, invece di (15), la successione | 
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e b) 


rd 
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e si indichi con di, sel intervallo COSÌ definito. o così si prosegua indefinita! 


mente. Si verrà in a modo a co ostruire . una successione di intervalli , da 
4 / 5 o 

È. , É , “ Y Alti 

Hp) y da DI da 9 Tusrrrca Tama» DIECI 


ciascuno contenuto nella: parte centrale del precedente, tali che an) s) appar è. 
tenga interamente ad un È,,, (n=1 È 2 Nee che le loro lunghezze | AA 

x at 4 i ; RESTO dui ; : no 
> b—- o: nia pie A Aa 


Zare 


ix 
scun d'),m € disterà da 4 e sà di ‘almeno È 3 


i 


Sugli intervalli (a, @,)), (a, db), separatamente, si operi come già: si è 
rato su (a, d) Si costruiranno così due successioni di intervalli 


DA sa 


GRIGI IT 


È ana 


521 RL. E; 213.) i PARISI 
i 1% 3217 Pant SAS. Tim A, 


"= ls ha 


PL 








| STO I Jo 
Eine appartenga interamente ad Boga at ft 2) 32,4 @ abbia un’ ampiezza 


1 
SEETENZ 
‘ 


sr db — ©) totidtenie a zero per, m—=00. E le due succes- 


i sioni scritte definiranno due AASII 4, 0, il primo contenuto nella parte 
centrale di ciascun. d'.,,, (Mm =1,2,.1 ) i il secondo in quella di ciascun d,,,, 


(Me; Do e I punto U, pece da a e a,, e quello a, da d, e b, di al. 


1 4 oa Mesia vt: 1 , 
meno FA (CORI a) €73 30 Go rispettivamente, e quindi di almeno gelo — a) e 


: eeterà n° 
di non più di (5 (b—- o). 
Operando sugli intervalli (a, a,) , (4,0); (4,34) , (4,;0), comesi è ope- 
«rato sui precedenti e proseguendo indefinitamente tale operazione, si giungerà 
a costruire una successione di punti 


( (17) 4 d, b; d A UA, % a . ». Un Sa o è Di 


e una doppia infinità di ai I Dam irdaa 2,....) con le seguenti pro- 


prietà : } 
h, toi punti a, sono densi in tutto l'intervallo (a; d); 
5 2.° ogni intervallo d',,m è contenuto in uno degli intervalli dg —4;4;) 
- ed i suoi punti fanno parte, perciò, dell’ insieme E,.; . % 


10, ciascun d’,,,, appartiene alla parte centrale di Ola 
È 4° ogni 4, appartiene alla parte centrale di ciascun intervallo Olii 
ME512 0 0 vl 


Se dunque indichiamo con è",,,, la DATO massima che ha per punto di mezzo 
il punto ‘@,, i punti di d”,,,,(®=1,2,...) apparterranno tutti a E,, e la 
successione ( (17) e gli intervalli 3. si troveranno nelle condizioni dell’enun- 
ciato. A) dell’introduzione. Potremo pertanto concludere che, se E',, indica l’in- 
gas sieme dei punti appartenenti ad almeno uno degli intervalli 0, (0=Ly2 0005 
4 ibi insieme E' dei punti. comuni a tutti gli E”,, ha la potenza del continuo e 

‘che tale potenza è anche quella dall’ insieme E comune a-tutti gli E,,, i quali 


oa” 

| contengono i rispettivi P',,. 

Ro fidi Si venga infine, alla dimostrazione dell’ enunciato ©) dell’ intro- 
aa duizione. 
a: Sia (a, ) il minimo intervallo che contiene i punti della successione 
La m): gli estremi a’, D' saranno: necessariamente dei punti limiti della suc- 
S cessione medesima. i i 

sari i Ai Si consideri una funzione s(n) definita, per. ogni intero DER C N; nel se- 
de | guente. Moderni 30 Ia 

3x% P; È 41° sia si ) nguale al minore dei numeri — sla — dn 3g a dD—- @'un, 3% 


\ 





ses 


is 
1% 





dove’ dai e Carr indicano i O di (11) Hi più piccolo indice , soddisfacenti 0) 


3 Lt e a 
PIRA Ln 











rg 








‘ limite di punti di (III') disposti sulla sua destra e contemporaneamente di 
punti disposti sulla sua sinistra. Nel primo e nel terzo di questi casi si con- 


con e(n,)) c(n,) e indicando con \a'n, il nuovo elemento di (117) in tal modo de- 


rispettivamente alle dicon Co n a ; i APRO >; ve 208 £ 
a ie da a Fa ; I ‘ Sr 
.|b' — 00) <} Io dl; 4 x SE 


2.° per ogni intero n > 1, sia e(n) ‘uguale al où dei nnmeri 


2 È : 

Sn la‘, MT d';| D) > &=1 ’ 9 0% n FTA 1) 
1 ù LI 2) n È 
3 si TI) ; (SE. 


Ciò posto, si divida il segmento (a’,d‘) in tre parti eguali ® si scelga, 
secondo una legge prefissata, quella più a sinistra o quella più a destra eu 
si determini il punto di (11) di indice più piggolo contenuto in essa. Sia il s 5 
punto a'n,. h Sie TEA LI 
Questo a’, sarà punto limite di dar (II) disposti sulla sua destra, 
oppure di punti di (III) disposti sulla sua sinistra, oppure anche sarà punto. ui 


sideri l’ intervallo che ha come primo estremo Un e ampiezza uguale a s(1); e. 
nel secondo, quello che ha a',, per secondo estremo e ampiezza pure uguale a s(1). 
Se l'intervallo così determinato ha come primo estremo a/,,, si consideri. È 








in esso .il limite Aunerisra dei punti di (III’) interni all’intervallo stesso e lo % 
si indichi con a" ,} se Vintervallo determinato ha invece a’, come secondo Rae 
estremo, si consideri il HOT inferiore dei punti di (III°) interni ad esso e o AI 
si indichi ancora eon a”,,. Sul nuovo intervallo ‘Co a”) 0 (a" mi Pia da Bio 
operi come già si è detto su (a', Vv), sostituendo a e (1) (che si indicherà anche Ra pi 





terminato, elemento .al quale si imporrà di avere l’indice n, maggiore di n, SE i 
E così si prosegua indefinitamente. Si giungerà in questo modo a costruire. à 
‘una successione dTCHRA \ bg 7-4 NRE sen 
18 , £ a' . . . 4 . . . 
( ) i ge) ti PON, Rab VON ; 


di punti estratti 
disuguaglianze : 


dd n. < 5). 


8 





















































n3 ui Sage x Ta 
“e à, ni > 
pe: Sur, inoltre, per ogni s>0 pae, alle e i e 6) di ; 
MT IS, i 
: 19) Pei. o v* F , : | $ pe 
( ) È: î a N van A Nyts ang (n, , . st; HI 
48 | 3g 
1 si } | 3 PI x se: VE Meo 
(20) a ny o a COSO 27 (N41): i “ SIR 
si | A È l n tao 
Si avrà pure che, dell'intervallo che ha per estremi a', , a”, farà parte Di: 
r Par ‘ È ì "n re 3 Do 
î il punto a’, e varrà una delle due disuguaglianze a 
Mi. ET A , «AI 
è 1} È 
là , , Ida ) NERI 
dn: gig. (6h n Mete 3 (47 n» a n }% Day 
(21) A È i h » ,, È \ LI . ‘ 4 r| - di, 
ai m, 7 CIA ” ia ft 
LO drm Li gin ne Me; 
} A 
È ” : ; A I, | na 
Rs Sarà poi anche soddisfatta la disuguaglianza A 
è 4 dee È È 3 n di , "i 
pi; i | i; 
(22) a na 28) 4 
l Dalla so risulta, essendo (n) tendente a 0 per no (è infatti s(n)< al) Ù 
cche la successione (18). tende ad un limite finito a, il quale soddisfa necessa- î 
Ù | riamente alla ; | 
Sa) i, 5 I SAR SI 
e en d ia (o ma a n, ES 7 (5). ° 3 5 DX 


Rima o. soddisfa anche alla disuguaglianza 


J 


48 
BA VE E(Ryb) è 














| ‘conseguenza necessaria della (29); e questo mostra che è 


» 


Va FAL Diviso intervallo (a', ; a", ) (si supponga, per fissare le idee, che. 
sia a” bi a', 2) in tre parti “igoali.: si è detto di ‘scegliere, secondo una legge. 
ì | prefissata, la USD più a sinistra 0 quella più a destra, e di determinare poi 


— l'elemento Mili, di (III) di indice più piecolo, ma maggiore di »,, contenuto 5 


ba» 












nella. parte scelta. SÌ convenga di far corrispondere alla parte più. a sinistra 
E; numero 0 e a quella più a destra il numero 1. Allora, indicando con dti dI 
— quello dei numeri 0 e 1 che corrisponde. alla parte in cui è stato Scona a', $ 


rHA 
ha che, sad ogni; fan corrisponde un numero | da De tO da i 





luppo precedente. (con d, OT a Ti via ca iride uno Mani Sonia î 
CI 3 anche qui (come. al n. 4) come distinti due numeri Ba cui corrispondono due 
ao sviluppi (24) diversi, si ha che a due a distinti corrispondono due fi distinti. f 
SATA Inversamentée, a due f diversi corrispondono due o pure diversi. Per e 


= 
- 





Meo i certarsi ‘della. verità di questa aflermazione, si SUPponga, di avere sa fi, de 
saR finiti da VATI co IT LR RR i i gel: 345 


a b, i : Db, 
Ae 


‘ b' Db, b', 
ee e i eat 





Verdi 


er” 





e di indicare i corrispondenti a con a e a’, essendo poi 


a Pi 













possono essere tutti uguali ai ici b',. Sia, perciò, r + 1 in più 
i colo indice per il quale vale la disuguaglianza dit, iv Dot 
È allora anche %,4, si LAM DIGRMTA invece è n, = n°, pa doi CRE Es): 


, 


meri W', da , essendo gli Soa di (111) di più piceolo Ro 
Ls 1 


nel pu: a I e nel più a: destra GERA intervalli ehe si oca ERoA > 


. % N x ' 
dine con a', €, È perciò ROTA til pd MO 





|@n, SE: d'yt,| = 


D'altra parte, per la (23), è 


* 










































































Pa r Mei \ x È * 
S SÒ , : di , ’ i PA 
; / ja salire); Sn 
i ng: 
4 caso I #08 
e; Si supponga ora che sia r-{-1>>0. È a 
a’ ò per SF il = nia ’ TIE SS } ho 
Vrti Nes 3 nr | da 
D'altra parte, per la (23), è i :s 
ne / è - % re dl n 
i A 9 
i i d-@n,,, < 7 (ty) ’ > 
0 8 ) 
a Q'i/;,, es T e(R',43) 
ed anche, applicando la (22) 
We nea” 2 di al al 
È WE > st Ur 
a 
SA Tese 1 
1 - li , 1A " a , tI 
A VAR R'r44 SS 3} LA Aerei ATA ea T Displi sg |° 
/ 
È dunque 
x DOT 
} A a 1 \ 
, ” 
x a — a ta 21 | n Ny ? i 
i GP a i È, 
/ “È 
| Dimostrato questo risulta da quanto si è già detto che SERONdO la po- pa 
bi q 8 ’ FS 


| ki dell’ i insieme dei numeri f quella. del continuo, tale è anche la potenza 
È dell'insieme dei numeri 4. 


bi 








"x 

















7 % x 3 “o 19 ; 
i nio | A 
È a dg. |<), 3 E 
sa 
No Si | 
Ù | A 
essendo per definizione 7 
0 1 | i 
: e) LÀ (e=1; 2 79000 
w 
si deduce di 
. ; } gi 
7 , 1 R - î "e 
oa Si ni }.8 21,2) 
| ; anche | SEU] ; Afro 
fi; la quale esprime che il punto « appartiene a tutti gli intervalli à, i (61,2, n, #8; 
I ; 





che, per definizione, hanno tutti per punto medio il punto a‘, FILA PULLE CA i 





appartiene dunque, a tuti gli insiemi E, (nm=1,2,... ’ n,) € di conseguenza, | 
essendo n, tendente a oo per r = 00, a tutti gli A DPRIEI (fe 3) MOANA das) anca 
quindi anche dell’insieme E. i Aria 

; Siccome si è dimostrato che l’insieme-dei oa o ha la potenza del con- i 
tinuo, risulta pure dimostrato che la stessa potenza ha anche l'insieme E. 





11. Si può osservare che, per la completa valditi della proprietà stabili 
dal teorema €), circa la potenza dell’insieme E, è condizione necessaria l'avere % 


ei 






insieme derivato D della suecessione (III) la potenza del continuo ai 
Ed infatti, se si pone che gli intervalli È,,,, abbiano ampiezza uguale a 


e) ogni punto di E, distinto dagli a,, risulta punto limite dei AI della #0) 


(III) ed appartiene perciò all’insieme derivato D. La potenza di questo insieme — di 
deve essere pertanto non inferiore a quella dell'insieme E. 

Si può aggiungere, un’altra condizione necessaria, e cioè che la. smeces: 
sione (III) abbia infiniti punti (fra loro distinti) appartenenti al suo insieme 
derivato D. tipi 





Ed MIVELO, si supponga che i FORA di [IL a1/DarteRena a D Lio: in 





stere senza che sia verificata la condizione sopra Mridionta:: 








è Considerato un qualsiasi punto 4, di (III) distinto da questi punti (25), 


Li definiamo dr, m (MM =1,2,...) come il segmento che giace sulla retta a cui 
: 6 + Un) 
appartiene (a ,è), che ha per punto medio a, e ampiezza uguale @ SE , dove 
d(n) rappresenta il limite inferiore delle distanze del punto ar da tutti gli 
altri punti della successione (III). -Il punto a,7, non appartenendo a (25), non 
è punto limite per la (III) ed è d(n) > 0. Per i punti di (25) V ampiezza dei 


relativi intervalli Ò, , Sia invece data da -—. . — 
| RN di; 


DI 


Scende subito da ciò che gli intervalli d7,, relativi ad un az di (III), 
distinto dai punti di (25), non contengono punti dell’insieme derivato D di (III) 
e non possono quindi contenere punti di E distinti da a, stesso; scende anche 
che nessuno dei punti di E distinti dagli a, di (III) possono essere contenuti, 
negli intervalli è,,,, relativi ai punti di (25). Dunque non esistono punti di E 
distinti da quelli di (IST) ed E non può avere la potenza del continuo. 

Le condizioni necessarie qui messe in evidenza risultano forzatamente 


contenute nella condizione dell’enunciato C), relativa all’esistenza della,succes- 


sione (III). 

Un sesempio di successione (III) non densa su tutto un intervallo ma per 
cui esiste-la (III’), si può avere prendendo un qualunque insieme perfetto non 
denso sull’intervallo (ad) e assumendo come successione (III) l'insieme degli 


estremi degli intervalli*scontigui all’insieme perfetto stesso. Se invece di pren. ‘ 


dere l’insieme degli estremi, si considera quello dei punti medi degli intervalli 
«contigui, l'insieme derivato D della successione (III) ha la potenza del conti- 
nuo, ma non contiene nessuno dei punti della successione stessa, e la seconda 
delle condizioni necessarie sopra indicate non è così verificata. 


NOTA SUPPLEMENTARE. — É importante osservare che gli insiemi E degli, 
enunciati A), B), 0), contengono tutti un insieme perfetto. Basterà dimostrare ciò 
per l’insieme della proposizione A). 

Mostriamo, dapprima, che se è "<p". gli a corrispondenti, a' ea”, sod- 
disfano alla a < a”. Posto 





’ 


os è 


dr bj RE LÀ 





Ri È 
iva Lee 22 ISLA Ton 000 b) cp, 29 9? cia case Te 9” esta 
dette CAVI NETTE VEE: ;a, Lr9 Carr le successioni che definiscono 

Na ng 





a Za 3 r CRA 1 è il più iaia indice per cui si ha D’,4, + 0”,4,; è ne- 


cessariamente d,4,<b",4, €40, = 4; po per 8=1,2,..,7, 04, <4,m. 
ls i Mirpy ge 144 


: Il ragionamento del n. 3 prova allora che è Za". 


limite. Affermiamo che / è anch'esso un «.. Detto B9 il f corrispondente a 


Sia ora al @=1, 2,...) una successione sempre crescente di « ed / il suo » 


Li 

















‘i primi r numeratori 59 uguali a quelli di G . Il limite pl) dei BO avrà: 


a‘, è, per quanto precede, BO <= < po < ina Ned esiste il limite. x questa s sue- 
cessione, che sarà indicata con fl°?, intendendo che, se col punto che è FAI 
limite dei 9 corrispondono due f distinti. (cfr. n. 4), 8°. sia fra essi quello SO 
per cui è minore il primo dei numeratori b,, dello sviluppo (10), che risulta 

distinto dal GIO ALR ONE corrispondente dell'altro f. Osserviamo che se, per un DIE 
valore di s è pî9 — Bid è sicuramente get» < BS (cfr. la nota (*)). Segue iu 
da ciò che esiste un s, bale Isle; per ogni s= 8s,, i db, :siano tutti fra. loro 


Ps en. 
; : 





uguali, perchè, se fra i ),0 ne esistessero due successivi tali che b, cid ee 
(541) (0) (+3) le ì 
b,;:°_ =0; dovendo‘essere Bf Zog To) , si ANIRODA: AE TR e ho 
n a 

per ogni y >. 1, i E 1, per ogni n > 1. Analogamente, esiste un s, Ta ui 


tale che, per ogni et siano tutti fra loro uguali i bl; e così via. Esiste. 
dunque, per ogni valore di », un s, tale che, per stu 89 abbiano tutti 
(8») ; 


allora i suoi primi r numerateri uguali a quelli di tutti questi 89, ed il nu- 


mero al, corrispondente di fl), avrà i primi r elementi della sua successione DE 


È 
uguali ai primi r elementi degli 49, per s=s,. Ma, per la (6), è, pers > trat, VR 
8 n) 
lat) pa a9)| <% 3 5) nai i e 








x 


dove n, è l indice del termine r°° della successione che definisce al’ ; e 
poichè. per r tendente a co è e(n,) tendente a 0, è al) = 1 Ni 

Altrettanto si dice per una successione a sempre decrescente. Dandi 
ogni ente limite degli x è un a, e l’insieme degli a è chiuso. Poichè l'insieme 
degli a ha la potenza del continuo, tale insieme contiene un insieme perfetto. — 

Possiamo aggiungere che l insieme degli x è esso stesso perfetto. Ed ie ; 
fa se a fosse un FLAT Salato OE detti a! e A gli elementi HE S 









BOTEnze pi ciò che è impossibile perchè non possono esistere tre 8 aventi “i 


lo stesso valore (cfr, la nota (*)). Si osservi, inoltre, che il più piccolo. valore. VE 
dei } è assunto da un solo Li e così pure per il più - grande dei valori dei B. nua dl 
L’insieme degli a risulta perciò perfetto. | dA ( 


tua ; et» - fi} | rina 
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